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A/ANPROPOS

Ce recueil ddexercices et examens 1 ®sc
| 6enseignement que je dispense depuis 20
de | a deuxi me annm®e shbal ENDAT II0i mMEdeRITt® tp:
dans un polycopi ® consacr® uni quement au

couvrent les sept chapitres du polycopié de cours de la mécanique des systemes indéformz

+ Calul vectoridrseurs,

+ Cinématique du solide,

+ Géometrie des masses,

+ Cinétique du solide,

+ Dynamique du solide,

+ Liaisoforces de liaison,

+ Mouvement ddéun solide autour ddun po
Ces deux polycopi ®s, | un de cours et

cohérent pour permettre aux:étudiants

+ de consolider leurs connaissances,

#+un entrainement efficase afin de sda
+ ddacqu®rir | es outils et techniques
+ de compéter leurs cultures scientifiqgue en mécanique.

Chaque chapitre so6éouvre par Danombre@®ci s i
exercices et p memthilesnmmraposés @fin >que ntes etadiartsoréalisén®ur
autoévaluaton Je doi s souligner que ce document
ndest pas n®cessaire de r ®s o@uawaen cuenmeprrto bd

ddben ®tudier successivement | es aspects

Comme pour tous les exeretmesedify les solutions profitent plus aux étudiants c

fourni ssent | 0ef f oretrésaudecles exgraides peopopés.ur r ®f |
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lllustration de couverture

Machiridarine &alancier (vue extérieure)

(Sourcanttps://fr.wikisource.org/wikidresillddascience/Batesepeyr

Les premiers bateaux a vapeur construits en France furent balenicide oachines
machines de. \Blgds ne différaient de la machine de Watt en usage dans les usines et
que par la position du balancier, B, leédquél, tau liewlessussdp aylsde aavapeur, A,

était placédhe s sou s ; ce qui obligeait ° |l e c¢
traverse b, calée sur la tige a du piston D. Cette disposition était nécessitee par
hauteqru 6 e %t atteinte | a machine, si | don
bas en haut, et son pied sdarticule st
Sur la figurjsAla boite a tiroir, E la nkaniveliea r br e mot eur , H |
airl 7 J est | 0excentrique conduisant | e

La machine a été construite en 1840, par Fawcett et Preston, iamdddudgste le Gc
les machines marines, on accouple généraineesudeux mgine arbre, au moyen de
mani vell es cal ®es ~ 90 d el;amachinela dalancer d
gue nous venons de d ®siacle enefaversdans ta anarine® e
fran-ai smbr emad mgtr ® U Deelnlceo occasi onnait.
di ff®rentes parties ®taient des avant e


https://fr.wikisource.org/wiki/Les

Exercices et examens rddétaiques des Systemes de Solides Indéformables
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Exercices et examens rddétaiques des Systemes de Solides Indéformables

Objectifs

Galilée(1564642)

Laphilosophie est écrite dans ce grand Ii
qui ne cesse pas d'étre ouvert devant nos yeux
peut se lire si on ne comprends pas le langage
pas les caractéres avec lesquels il est écrit. O
celle e mathématiques, et les caractéres sc
cercles et d'autres figures géométriques. Si on
pas, c'est humainement impossible d'en compr
un seul mot. Sans eux, on ne peut qu'aller a I
labyrinthe obsd¢umextricable". G. Galilei, "ll Se¢
Rome, 1623

+ Différencamtréorsewsymétrique etmiétrique;

+ Décomposn torseur (couple et glisseur)

+ Comprendreton de torseur équiprojectif

+ Déterminer@es e ment s de ;r ®duction ddun

+ Détermiréra x el.

centra
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Exercices et examens rddétaiques des Systemes de Solides Indéformables

Exercice 1

Soit L une application dm neb e slpdaecsep avceec t(oE)i ee€

| 6espacece tafdimedi mensi ons. Loéoapplication L e
& bx-y+4z exg

C i C _éu ,

L(u(M))=}] x+by+g avecu(M)) = gyu et M un point quelconque de.
b-a?x- y+bz &0

1- Pour quelles valeurs des parameéaigbetg | 6appl i cation L est ant

2-Montrer quoil V\\J/daequ&sLt(lLJ’éM))u:nX/Q\b"(M().t eur
Corrigé

1- , antisymétriques | @ @M E: @ oP= @ P
Soit L, la matrice associée,adans la baséi, j,k) de E:
i 1 4 =0
L= 1 f r doore=1
12 17 12=4
0 1 4
|l a mat r alamse L=s @ ® cOr i1t
o 7 4\4 10
2- Vecteur W tel que L (lLI(M)) :W@ﬁ’(M) ?

gq
HE

2
x

Soitr§= CD= 8 an alorsf” = &
: g

eEE:
2%
E

. o+ 40 A
Ce quidonne B(uP= gia" M= G4
40 ¢ arl

Exercic2

Considérons les vecteuch’s: ai +bj et V= i, liés respectivement aux points A (1, 0, 0) et B
(1, 1, 0) et les torseurs {{zet [G;] associés aux moments deet V, respectivement.

1- montrer que [ et [G;] sont des glisseurs.
2- On pose [G] = [{ + [G2].
a- Calculer la résultanteR de [G] et son moment en A. En déduire la nature de [G].

b-D®t er mi ner | 6®quation [Blart ®si enne de | 6a

M. BOURICH 6



Exercices et examens rddétaiques des Systemes de Solides Indéformables

Corrigé

1- La résultante dgG;] est: [G]a = [BW,doncbi nvar i a@Qxt Q. ¥k Gi]r e
est un glisseur.

La résultante dgG;] est: [G]lg = [V, doncb i nv ar i a@s . Be=Dh §i] est
un glisseur.

2-a) Larésultant®?= " + "% = (i 1+ O®
GA = @+ 0F A=0C
Ona deux cas a distinger

£ Y=0+ O® = 0, 1,Oestnul
£+ 'Y ® @w 0, 1,Cestun glisseur.

b) Af © | 6 a x ¥ Paureun pomtPV.

o® P+ O 'Y= 0
Doncl 6 ® ti n?sﬂcrt@'d:r?
oncl 6®quati o estr & ®si eane de,

Exercicg

Dans un repeére @O, T’]’f{) on considére un disque de centre O contenu dans le plan xOy.

Le disque tourne dans le sens trigonométrique autour de Oz avec une vitesse devrotation

1- Par un calcul direct, déterminer la vites\E(M/R) déun point M (Xx, vy,

2- Montrer que le champ\"(M / R) forme un torseur et déterminer ses éléments de réduction
en O.

3-De quel t ype-il@Queltest som axeaentral @ a g i t
Corrigé
1-Onad® 0 =71 i o

2-0nab0®2 AL @0 *® = 0donc le champ est équiprojeetifl est antisymétrique

donc le champd O  est un torseur.

Leséléments de réduction en:Qu] ;) = @) 0.

M. BOURICH 7
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Exercices et examens rddétaiques des Systemes de Solides Indéformables

Exercicé

A S 4

Dans un repére orthonormé direc{® i, j, k), on considére le champ de vecteuV(M)
dont les composantes sont définies en fonction des coordonnées (x, Y, z) de M par

v, =1+3y- tz
vy =-3X+2tz out est un parametre réel.
v, =2+tx- tly

1- Calculer le vecteur\/'(M) au point O.

2- Pour quelles valeurs de t, ce champ est antisymétrique ?

3- Pour chaque valeur trouvée de t, déterminer les éléments de réduction du torseur (résultante
et moment en O).

2 . 3y A
4- Décomposer le torseur associ@@) en une somme dobéun coupl e et
indiquera les éléments de réduction.

5-D®t er mi ner | a position dett=Rdaxe central du
Corrigé
0 1
1- Le point O a pour coordonné®= 0 V(OP= 0
0 2
2- Equiprojectivité, on utilise les points O et;M
1 1+30 @
tg: @ 0B 0P= 0 PU 0P 0. w= 2000 3w W
2 a 2+ 0 Fw A

¥ 20=0 0=0¢60=2.
Le champu(0 P est équiprojectif poud= 0£6 0= 2; o0 Pest un torseur pour ces

valeurs de t.
0
3- Pouro=0,ona¥Yt=0)= 0 ;
3
4
Pouro= 2,ona¥t=2)= 2 ;
3
4- Soit les deux torseurs associésa0: o, etao= 2: o, ;
Calculons pour | es ldreux valeurs | 6invari a

®=dB0 Pt=0= 6 O

P=A0 .'PYt=2 = 10 O
Donc les deux torseurs sont quelcongimeeglisseur ni couple) chacun peut cependant
etre d®compos® en | a somme dobéun glisseur

M. BOURICH 8



Exercices et examens rddétaiques des Systemes de Solides Indéformables

op = B0 ,'Yt=0 = B0 ,0 + 0,7'9t=0
Dememe o, = AL ,'$Yt=2 = B0 ,0 + 0,/9t=2

1
Couples:®0 =®0 = 0 !0
Donc: 2
Glisseurs: ®0 = ®+ 'Yt~ 00P
5 SoitON" | 6axe centr al du torseur, | a positic
oE WY“)(UP+ ‘Yavec_n 'Y
A e PET6(OP
Pour_= 0,00 = —z
0 1 B -
Doncpourt=0,"At=0)= 0 ,V(OP= 0 ,onobtientalorsO® = giﬂ
3 2
Ldaxe c etrtOrpaske pgipetparraléle ¥t = 0) parraléle 32
delameme f a-on on obtt=e2nt | 6axe centr al pou
4
29 4
Ldaxe c etrtOrpaske pagp=u’t S 29” etparralele@t=2 = 2
3
& %290

Exercice

Dans un repéere @, TITI\() orthonormé et direct, on considere les torseui} ¢T[T,] dont
les éléments de reductlon au pomt O sont respectlve[Mq(n)) RlJ et lM (0), R2] définis

par] M, (O) =- %sma i -éacosaj f-’M (O) =- a(ljsma [ +Cac0$1]
|
TRy =cosai - sina ] [R2—00$|+smaj

Ouaeta sont des constantes non nulles.
1- Calculer les invariants scalaires des torseur$ |fl[T,] et déduire leur(s) nature(s).

2-Calculerh71(0')pour un point ON de coordonn®es (0,

3D®t er mi ner | 6®quatj]elcalcuibeIema‘mmrﬁg(P)cereumpainaPl de |
de cet axe.

4- Déterminer les valeurs depour lesquelles le torseurd[T= [T4] + [T_] est unglisseur.
Corrigé

1-Ona: Q= Y. = Oet'@= "%."% = 0

Donc[T,] et[T,] sont des glisseurs.

M. BOURICH 9



Exercices et examens rddétaiques des Systemes de Solides Indéformables

2-08 6% ="Y0 +"%" 00B= (O+1) d&il
0

3l 6®quation de, éstdannée pac %;n_otn(bgrz a¥ “oeepasselpai 0
ol W

4-[T4] est un glisseur por="0 O @ .
Exercicg

Dans un repére R),ff]fl?)orthonormé direct, on considére les droiteg BX D
049

. - ax = 0§ Ay =
do®qu aastpectwessl?gxgz_lg et Dz%_ 8
(; -4+ g — T 4=

On considere les vecteurs glissa§§= bT et F\fz =ai de supports respectifs; @t D,
aveca et b des paramétres réels non nuls.

> R o — o
On définit le champg’(M) = MAJR + MBOR,. Les points A et B sont lastersections de
Diet D, avec | 6axe Oz, respectivement.

1- Calculer les composantes dév) en fonction des coordonnées (x, y, z) de M.
2-Quel est DUed points B poorllesquel§M) est colinéaire §1+ I\?’Z.
3- Préciser la positondepar rapport ~° | daxe Oz.

4-Soit Q | e poirDiavééimﬁao(seecﬁ)izi.orOndaé@E((D)nit | e
Calculer |l es coordonn®es de Sectientde fsunleéplamr g u e
xQOy) décrit un cercle de centre le point de coordonnées j0,

Corrigé
ORI T )
1-On au(M) =MAOYR + MBOR,= ('A’Ni(:]'i' 1)
W+
2-L6axe central est parall |e

¥ + 'V et passe par le poidgtq : 0 0P = %

4- Quand b décrifi, le pointS Nicrit le cercle de centtg 0, ) et de rayon a.

. 26% 0
0= —— 260F
P+

M. BOURICH 10



Exercices et examens rddétaiques des Systemes de Solides Indéformables

doun sol i

Exercice
1-Montrer que | e champ des vVvitesses
2- Montrer que pour deux points A et B du solig:gt— RJAB

1- Soit deux pointsAet B du solide indéformabl8, par conséquent la distance entre eux est
' @ﬂﬁ 0

Corrigé
dAB
—2 .
constante c'eskdire AB =cte Y ST =0
aé?_" dOB dOA_— dOB —
&
2 dt dt 9 dt
C dOA
Les vecteurs vitesses des points A et B sont donnés respectivemevif Aar —— et
dOB
V(B) = ——.
( ) = pm

o — o
Enfin on obtient,V(A) TAB =V (B) 1 AB
2- Puisque le champ des vitesses est équiprojectif, on peut écriké(BleV (A) + ROAB

dOB dOA_dAB
dt dt

C
or V(B)- V(A =

AB C
Parconséquent%zRQAB
condi ti[blast ecmomeanht dBanl bngséda

Exercié&
1-Pour quell e
c €100 €6 0
2-Les ®I ®ments de r®dRJ—q6ueIM(O)JI:d ﬁdartsmrnmm‘zmr son
! T_ gl
4y - by
N\ 4
| 6 a x(B)rencentre le palO,k,i).

orthonormér[0, |b }’Ej . Déterminer le point o %

Corrigé
11

M. BOURICH



Exercices et examens rddétaiques des Systemes de Solides Indéformables

1-Le moment dldaant tomamsetuant (@, illfaatretgil sudfibquen e dr o
cette droite soit parallele a la résultdﬁtele [T] (supposée non nulle). Soient deux points
AetBappartendé@jt I\)IJ(B) = I\>|/0A31+>d5@ﬁ3 or ﬁest colinéaire &B. Ainsi
M(B) = I\7I/(A) ce qui signifie que le moment du tors¢lif est constant le long d®) .

2- Lbéaxe (D)e={l i I\;I’(ah)I:/ Iil} par conséquerit?ll(l)ﬂlil: 6 Le moment enl est

éxa
donnée par I\>|’(I):I\>|’(O)+I5Qa en  posant OI-.yu on  obtient
|Zy
é6+62-4y a
M (1) = 3+4x 10z L
6+10y 6xy

Par consequenM (I ) QR 0 conduit a la résolution du systeme algébrique suivant

52X - 60y - 40z = - 48 €= 40,5y
I, Gox+116y- 24z=84 Y | 3? ;’
. 40x- 24y +1362=-6 [z=-=4+2
- A ey | 76 37

Pui squéon so6i hd ®ress es(lE)awEutmem(@dka) la coordonnée
% 47
_ . ® 38
y =0, par consequer®l =8® O.
& .0
5 33
¢ 76+

Exercice

Dans un repéréO,X.y,ZJ , on considére les trois glisseurs définis par les trois vecteurs

V.=(10-1)d 6 0 r iAg100)e
V,=(122) d 6 o r BgG1lM)e

V,=(,mn) d 6 o r C¥a0M)e

Soit [T] la somme des trois glisseurs.

1- Déterminer(l ,mn) pour que [T] soit un couple et trouver son moment.

2- Déterminer la relation que doit liér, metn pour que [T] soit un glisse@r

3-Dans le cas ol ,mn)=(-20,-1), trouver | es ®quations de 1|0
on dire de | a di?7rection de | 6axe centr al

M. BOURICH 12



Exercices et examens rddétaiques des Systemes de Solides Indéformables

Corrigé
On peut  écrire le tOI’SGL{ﬂ_]:l_F\il\hJ] avec Ii’:\t/j +\L/; +\Z et
v = C — C — _C
M, =OAQv, + OB@v, + OCQv,
az2- m
, & 0
On obtientM, =ad+/ ¢
&.10
1-Pour avoir un coupl eR=0orIR=m+r@g et i | suf fit
0
D6o% on a u/h=-2ampletez=plour
c c &8
Alors M =M, =g 1y "P.
2 10
(; -
2-Pour avoir un gl isseur :iﬁﬂﬁpf:@wtﬁ,ét,avécl suf f
o o o —
M, =M, +RQJOP. Par conséquent,
o C o o o — o o o o — o C©
RIM, = RY(M,, + RGOP) = RTM, + R1(R@OP) = RTM,

A . LS SN O O
Loi nvar i arff].essl®M i=REM.d e

—

M, =0Y 4/- mn+5=0etR, 0Y (/,m), (-2-2-1).

2- Soit P(x,y,2, on veut Iﬁenslér,;'d/tﬁl.e des points P 0%

A o o o— 9 L O
On écritM ; =M, + ROOP =a R. Comme on peut ecrirtl | R =0

H

Ontrouvez=-1,x=--.Ldbaxe centr alil'passamtparlapoima%r,yal).l e

N

Exercick0

Dans un repére orthonorn{®,Xy,Zj, on considére les torse[lF] et [T,] dont les éléments

hY

de réduction en O sont respectivemergose),sin(a),O;-asin(a),acose),og et

ecosa), -sin@), 0;- asin@), -acosa),oIa a eta sont des constantes non nulles données avec

€ iy
al 10, ZJ.

M. BOURICH 13



Exercices et examens rddétaiques des Systemes de Solides Indéformables

1- Préciser la nature des torse{ifg et[T,].

2-I1etI2étantdeuxréeIs, samf]=/,[T]+/,[T,]. Trouver | 06inV]lari ant

le produit scalaire (ou le comoment) §ilg] et [T,]. Trouver une relation entre | et ce
comoment.

Corrigé

Les deux torseurs sont donnés par

[Tl]:[F\{,I\th] et [TZ]:[F\QJZ,I\WZ] avec al ]J0,p[ et aune constante non nulle. Les
résultantes sont données pE\i:(cos(a),sin(a),O) et Ii;:(- asin(@),acosg@),0). Les

moments sont donnés pﬁs;{F1 = (- asin(@), acos@),0) et l\)IJ2 =(-asin@),- acos@),0).

1- On examine les invariants scalalrgetl de[T,]et[T,] (1, = Rl‘ﬂMl, » RZ‘IIM )-
On trouve I, =0et |, =0o0r Rlet R ne peuvent étre nuls, donc onk]et [T,]sont des
glisseurs.

2- T réduit en O est défini par
&/, +/,)cos@) - a(/,+/,)sin@)g
[T]=/,T,] +/2[T2]:g(/1 - /,)sin@) a(/,- /,)cos@) 3
é0 0 a

Léinvar.i aIrptlilﬂl\\,sfrc-é,dllazisim(acos@), donc en générdTln 6 e s t pas
glisseur puisqué , O (sauf poura :%).

Le comoment des deux torseurs est défini par

(2 o v |

[TITN[T,] = I\>IJ1 AR, +M, (R =-4asin(@)cos@) = e

Exercickl

Soit [T1 ] et [T2] deux torseurs dont les éléments de réduction en un point ARiorN\/lll(A)

et R, , MyA).

1- Montrer que le champ/l Plﬂ\/I2+M1®R2 est un champ de moments.
2- Montrer que le champVI précédent et la resultanlﬁlﬂ?zdeflmssent un torseur. On

désigne ce torseur paTl[] ] [T2].

M. BOURICH 14



Exercices et examens rddétaiques des Systemes de Solides Indéformables

Corrigé

f er ai trésultante géneraen i an

1-L6 AS
néi ntervient pas.

r®sul tante
o o N
A prouver" A,Bon a(M (B)- M (A))‘HAB: 0.
M(B) - M(A) =R G(M,(B) - M,(A) +(M,(B) - M,(A) DR,
o o o — o o |2 —
Or M,(B)=M,(A)+R BAB et M, (B) =M, (A +R, JAB
Ainsi,
o o o C  — o — o
M(B)- M(A) =R @(R, DAB) + (R DAB) DR,
En utilisant la propriété du double produit vectoriel suivante
U @(VOW) = vVQUAY - w@aQ§, on trouve
o o o .v — | O . | | -
M(B)- M(A) =R, @R (AB) - R, QR, AB) =(R OR,) GAB
L4 L4 - o o v —
En posantR=R, JR,, on trouveM (B) = M (A) + ROAB
Ainsi le champﬁzl%ﬂ\)l’zﬂ\h’lﬂi’zestun champ de moments.

2-Do6 r - s | 6®quation (1) on

ap
R =R, @R, définissent un torsedir] =[R,M].

M. BOURICH
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Exercices et examens rddétaiques des Systemes de Solides Indéformables

Exercices complémentaires

Exercick2

Dans unrepere F{O,T,T,l\{) orthonormé direct, on considére le champ de vecteurs défini par

L%(M) =_zi+ zT+ (x- y)lr ou X, y et z sont les coordonnées de M dans le repére R.

1- Montrer que ce champ est antisymétrique.
2- Déterminer ses éléments de réduction au point O.

3- Déterminer la nature du torseur correspondant et son axe central.

ExercicE3

On considére deux torseurs dont les éléments de réduction en un point M guelconque sont
respectivemenh\L/'l(l\/l), F\il] et [\L/'Z(M), §2J. On définit le champ de vectew&M) par

VIM) = R, @V,(M)- R, @V, (M)
1- Montrer que le champ(M) est équiprojectif.
2- Déterminer la résultante associée a ce champ.

Exercick4

Considérons le repere fixe,®xoyoZo) €t un deuxieme repére R(Gxyz) lié a un solide (S).
D®signons par E | 6espace vzelié ad9).iOmlconsidéres oci ®
| 6application L d ®f i nimémedyel, ali ' Ee faippcarespondree ¢ t o r i

_du
] “%‘?]R;

1- a. Vérifier que L est une application linéaire antisymétrique.

b. Donner la forme de sa matrice dans la be'\fs?gi,’ E) du repere R.
2-En d®duire québ WhpT&(XTH‘EHEI@]UGUL(‘bMI eur
Exercic®

Onconsidérain cube ABCDABiCiDjd 6 a a. On &les relations suivantes

M. BOURICH 16



Exercices et examens rddétaiques des Systemes de Solides Indéformables

&A):ﬁ {2

¢ )colinéaigecc N 5

\%D )contenudande planA D CB vio) |

B/ (o

Un repére Axyz est li¢ au cube de sorte que Ax soit | vic)
colinéaire et de méme sens ca@, Ay colinéaire et _ |
de méme sens quaD, Az colinéaire et de méme F A 7D4y>
sens queAAi. On admet que le champ de vecteurs ﬂA) ;
viM)ob®i t " la relation X'd/éBtrans(F ert doéun tor ¢
1- Déterminer les composantes de la résultaRite
du torseur dans le repere Axyz.
2- Calculerv(Di) par ses composantes dans le repére Axyz.
3D®t erminer | 6®quation param®triqgue de | 6axe
4- Quelle esta nature de ce torsefir
Exercic®
1-Cal cul er | e moment do6éun glisseur sur son ax
2-Montrer que si |l e moment doOoun torseur est
un glisseur et | e point en question est un p

M. BOURICH 17



Exercices et examens rddétaiques des Systemes de Solides Indéformables

Chapitre

Cinematique du St

M. BOURICH 18



Exercices et examens rddétaiques des Systemes de Solides Indéformables

René Descartér86-160

René Descartes a grnitdipes detidosoplan
1644, do n‘donnkrdes fopdencents rigol
philosophieLa physique cartésienne est fo
| 61 d e detla niatieceaatec la muantité gélar
pesanteur et le mouvement sont ramexpicadic
meécaniste. Sa description du monde est ¢
cinématiguée mouvement se transdeettaothe
proche par contact. DaRsnt@ges de la Philp:
Descartes distingraisremiere de tous les mou
(Dieu, auteur de la nature), des causes seconde
Dela nature, qui régissent le mouvement des

matiére

Objectifs

+ Comprendre le mouvement du solide étudié (eointstiige)s, axes
4+ Différencier entre vitesse linéaire et vitesse angulaire

+«+Di ff®rencier entre, r®ferenti esl abs
|l |l lustrer l a distincti on(elatontdee vit
transfert)

+ Comprendre lamd# centre instantané de rotation
+ Savoir déterminer la condition de roulement;sans glissement
+ Savoir déterminer la base et la roulante .

M. BOURICH 19
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Exercice 1

On considére un cube de cotégA& OB = O,C =1, en mouvement par rapport a un repéere
orthonormé direct fixe, R(O, X, Yy, z). A tout instant, les projections des vecteurs vitesses des
points A, B et C sont telles que

V(A/R) DB =2w et V(A/R) D,C=w A

V(B/R) D,A =w et v(B/R) D,C=0 c

C — C —

V(C/R)@;A =w et v(C/R)@,B=w A

B .
Soit Rl(Ol,E,E.l\{l) un repére lié au cube dans son mouvement /
v — v — v — L

par rapport a R aveg =0,A, j; =0,B et k; =0O,C (voir figure Ok P -
1). Figure 1

1- Déterminer dans R, les vecteurs vitesses des points A, B et C. En déduire le vecteur
VT(S/ R) qui caractérise la rotation instantanée du cube par rapport a R.

2- Déterminer le vecteur rotation instanta‘ﬁ'@/ R) du cube par rapport & R. En déduire les
vecteurs vitesses des points A, B et C.

3- Déterminer la vitesse du point @ar rapport & Ry(O, /R).
4-D®t er mi ner | 6i nvari ant scal aire | du torseu

5- Calculer la vitess&M/R) d 6un point M quelconque du cube
de rotation.

IndicationTous les résultats doivent étre exprimés darig.la base de
Corrigé

1- D 6 a ples dosinées, on peut écrire les vitesses sous la forme suivantes
Oj'Y = | +250+5R

r1=0
6]V =58+ (gh+ OBt BYR) =
r3=b

BOjY =5(@+A)+ R
Donc:BSR =5( g+ 1®)
3®0]Y =®06j'Y + IR~ BOP= 258+ 5P

4-Loinvari DanwojYcid R F cte 0.
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5-Ldbaxe instantan® de a=-owal daosunmanayOz 6 axe do ®c
coupant | 6axe Ox en x=1/ 2.
Exercice 2

Un cerceau (C) de centre A et de ragpulont le plan est perpendiculaire @xo, roule sans
glisser sur | e plan horizont al 6) Rt)le. poirit ea x e  d
contact § décrit un cercle de rayon R avec une vitesse angulaicenstante (figure 2).
L 6 an gl eqoaractéiisa la totation propre du cerceau autour de so@exaesigne par

Ro(O, X0.Y0. 20) le repeére fixe,Rl(O, 0V, l\(o) un repére 2
intermédiaire et par R(O, x,y, z) le repére li¢ a (P). On
suppose que le plan (P) est fixe dags®vient |, I, et I les H

points de contact entre le cerceau et le plan (P) teRpure2 4
quelsl (C), Li (P) et k point géométrique. \

1- Calaler la vitessev(A/R,) et l'accélérationgA/R,)
du point A dansR,,.

2- Quel est le vecteur instantané de rotaﬁ(m/ Ro) -

3- Donner les éléments de réduction du torseur cinématique en A. En déduire sa nature.

4- Calculer la vitess&(l, /R, ). En déduire la condition du roulement sans glissement.

5- Calculer les vitesses/(l,/R,) et V(i /R,) ainsi que les accélératiofs, /R,),
A1, /R,) et i /R,). Conclure.

6- Calculer la vitess&{M /R,) et l'accélération{M /R, )du point M situé sur la périphérique
du cerceau lorde son passage par le point le plus haut de (C).

7-Soit B un point appartenant ~ | 6axe du cerc
est lié a (C), calcule¥(B/R,). Pour quelle condition cette vitesse devient nulle.

8Endédui e | 6axe central du torseur cin®matique

9- On suppose maintenant que le plan (P) tourne autour de la verticale avec une vitesse
angulaire constantsy.

a- Calculer la vitesse V(A/R,) et l'accélérationg(A/R,) en utilisan le théoréme de
composition des mouvements.

b- Déterminer le nouveau vecteur instantané de rotaﬁm Ro) -

. , . N ., CcU N~
IndicationTous les résultats doivent étre exprimés d%nms%]ak@%ise
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Corrigé

1-on a W8] V) = 8(GY+ BRIR " HA=1 YO
(6] V)= 1 %Ye

22-MgRy = [w+ 5k

3C0etBgR, @t unglisseur.

4-dQgY =1Y w—wb

donclaCRS G QY =@t 1 Y= (G—

5b'QGR, = Petd'QGR, =Y ®

2

BOR)= 1 PVor — R

('@ Ry) = @
AQGR) = 17V
clc:

+ Les points ont des vitesses instantanées identiques mais leurs accélérations sont
différents.
+ Généralement les trois points confondus a t donné ont des accélérations différentes.

6®0jR =2V b
B0jR)= 3 %YD 1 YR
7-®6j R, = (Y @) ®: cette condition devient nulle %= G
8Lbébaxe central pagagsdonnp.ar | es points H et |
9- On prendra R lié au plan comme repére relatif
a)@(0] Ry) = B(O] ')+ MR Ry = 0®=( +1 o)'Yd
[B(8] Ro) = B(0] V) + Ry 0 + 1R 0
(6] )= 1%Y®
0 = 12Ye
o = 217 Yo

b)etBGRy, = MGR +MRRy)=(1 +1 R [
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Exercicg

Un cerceau (¢ de rayon a, dont le plan est vertical, roule sans glisser sur le plan
horizont al (). Le point( 'de dc®cnrtiatc tu nd uc ecrecrlcee

une vitesse angulaire uniformé & Cte). On désigne pardRO, o, Vo, 2) | € rep re | i «
par R(O1, X1,Y1, 20) l e rep re en r od(fgtre 49nle @auckan (K de |
dontle centre AestlieaRest en rotatigmn autour de | 6axe

Soit b (I. I (Cy) ) |l e point de cont actgldpointcde contacta u a v «
géométrique.

1- Déterminer les vecteurs rotations instantan@é@llRl) et \_/\](Cl IR,).
2- Calculer \7(I «/R,) et \7(I1/R0). En déduire la condition deulement sans glissement.
3- Calculer les accélérationg(l 5, /R,) et dl, /R,).

Au cerceau (@ on attache un deuxiéme cercead) (@r une barre rigide A, (A 1A
= L). Le systéeme formé par (I (C,) et A 1A, forme un solide indéformable en rotation

uniforme (f=Cte)aut our doéfigutedB.tecer@au (¢ est en rotation autour de

I 6amedeR%)aveclavitesseangulai@(CllRl)et roul e sans glisser

4- Soit L (12 | (Cy)) le point de contact du cerceaw,YC av e c | ec:qstlleappintde” ) et
conta¢ géométrique.

a) Calculer les vitesse§(l2 /Ro) et \7(I GZ/RO).
b) En déduire la vitesse de glissementdg (Cs ur (") .

c) Calculer les accélérationd(l, /R, ) et oI, /R,).

Figure 4 Figure 4b
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Corrigé
1-GjR, =3b et CGjRy, =30+ [

2-w I Ry

Ripetwl;j Ry = (R + a&3)p;

Donc la condition de roulement sans glissement est donné®par a3
3olaiRy = RiZetoljR, = R%;+ R,

4-a)w il Ry = (R+ L)fpretwlj Ry = (R+ L) +a3)p;

b)w Gja == ((R+L)f +a3)p;

orla CRSG de Cdonne: Rl + a3 = 0

donc:wy GjA = L[

)Pl Ry = (R+L)[?pretmljRy = Lf%b;

Exercicé

Soit RO(O,iKOJ, %,IEE,) un repere fixe e6 un systéeme matériel constitué de deux solidg3 (
et (S,) (Fig.2). (S;) est une barre homogéne OA tournant dans le plan horiz(@;ﬁ%l, j\(’)) a
la vitesse angulaireva ut our (@,I;)). (S§) asx un disque homogene, de rayon R et de

o v
centre C. §,) est assujetti a rester dans le plan vert{€al;,ky) et & rouler sans glisser sur (

S).Ona

o \ % | | g (O . sz A
OC =Rkg + xi;. Ri(O,iy, j1,Kp) et Ry(C,i», j1,Ky) sont deux repéres respectivement liés a (
S)) et (S,). La position du systeme darfR, est repérée par les angleg :(i\(;,i:) et

q =(iy,i2).

1) Donner les vitesses de rotatitd\g(sl/ Ry) et \K(Slel). En déduirdK(SZ/Ro) :

2) Calculer les vitessek?J(lll' S/Ry) ; \7(I2i S,/R,) et \7(I IRy). I, et I,étant les
points decontact de §;) et (S,) respectivement el le point géométrique de contact.
Comparer les trois vitesses.

3) Calculer les accélérationg{(l, | S/Ry) ; gll1 S,/Ry) et g{l I Ry).

4) Exprimer la condition de roulement sans glissemeni&dég gur (S;).

5) Peuton dire que le mouvement d&) est plan dans le repef.
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v

Ko

A

Fig. 2
Corrigé
1-MSjRy =R etdMSR =[h

MSjRy =MSjR +MRjRy =+ R

220" Y'Y, = (R et PN Y Vo = & Y—@+ cfh

3PN Y, =fh

PNy = @ aFZa+ (266 ROB
PPY, = ® F2h+2h

4- C.R.S.G est donnée paw= "Y—

5- Mouvement plan dans la basget'y,.
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Exercices complémentaires

Exercice

On consid re une tige

mouvement dans le plaRQys. La tige est

ceaemr e G,

mouvement de r

g, dans le repéneelatif RG(G,i\;,];,I?O). Ce dernier est en translation rectiligne uniforme par

rapport a un repére fi)Feo(O,i\(;,E,E’o). On donne\Lf(G/RO) =VOT(; ou \p est une constante

positive. On définitR(G,mJ,I?O) comme étant un repeére lié a (T) a\'\/:eorté par AB (Fig. 3)

et (ip, 1) =q.

1- a) Calculer et représenter les vitesses relatives des points A et B.

b) Représenter le champ des vitesses relatives dye |
tige et préciser sa nature.

2-a) D®terminer |l a vitess
guelconque de (T).

b) Représenter le champ des vitesses
déentra nement de (T) et
associé.

a

"nement d o

natur e

-

3- En déduire la vitesse absolue du point A.

4- Calculer la vitesse abhie du point B en utilisant la
relation de transfert.

V(GIR0)

5- Déterminer géométriguement la position du centre instantané de rotation de (T) dans son

mouvement par rapport &.R

Exercicg

On considére deux disques & D,, de rayons Ret R, en mouvementahs le plan vertical

fixe xOy doébun rep re R(O,

z) .

L

es deux

centres @et O, restent sur la méme verticale durant leurs mouvemégtse 1). On admet

gue les centres &t O, ont la méme vitesset{(ol /R)= \L/(O2 /R)= Vi ]. Le contact entre

D; et D; est ponctuel en HH:l D) et H, (Ho1 D,). Le disque Broule sans glisser sur;D

etDhbr oul e sans glisser sur

1- Etablir la condition de roulement sans glissement gdeubOx en fonction dav, R; et .

2- Sachant que le vecteur vitesse de rotation anguN\AJ(rIB2 /R):j#JZ(j ®t ant

| 6ax&(Dh/®R)=wiz.Omt al O:
définit I, comme étant le point de contact instantané davec Ox (L1 Dy).

| 6angl e

caractérise la rotation de,Opar rapport a R), déterminer, en utilisant la condition de
roulement sans glissementdedor D, | 6 e x p Fendonction dev, B et R.

M. BOURICH
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3- Déterminer géométriguement la position du centre instantané de rotation du disque D

4-Représentegeéomeétriquement les vecteurs vitesses
v(M, /R) VN, /R),V(M, /R),etV(N, /R);

les points M, My, N; et N, étant indiqués sur la figure 1.

5- Indiquer la base et la roulante pour chacun des deux disqueP

vy
Vo
—
Vo
>
@) Iy X

Exercice

On considére un systeme (S) formé de deux tigeeogenes OA et AB, identiques et de
fai bles sections. Chacune des deux tiges
articul ®es en A, sont en mouvement dans

est une articulation fixe dans le re@é&(O,t}jI\{). Les positions des tiges dans le plan xOy
sont repérées par les angkeset b (figure 2). On désignera par Gy, TTI?) un repere
barycent r i gcentraddé massegé la learreGAB), pa(@® ﬁ'l\(/’lI\{) un repére

R C C v N

lié a la barre OA et par RG,, U,,V,,k) un repere lié a la barre AB.
p: . A " , U ™~

Tous les résultats doivent étre exprimédans la base {Tl,vl, k).

On suppose que = wt etb = 2a (w étant une constante).

1- Calculer:
a) Les vitessesW(A /R ) et (G, /R).
b) Les accélérationg{A/R) et G, /R).

2- Montrer que
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. cC C
0G; ﬁGZ/R)zg\mz(Hcosa)k et 0G; &GZIR)z—:—;wz?Zsinak.

3- Déterminer les torseurs cinématiques de (OA) et (AB). Préciser leurs natures.
4- Déterminer les positions des centres instantanés de rotation de©#yes (AB).

5- Déterminer la base et la roulante pour la tige (AB).

xy

Exercicg

Une échelle double est formée de deux barres AB et AC, identiques et articulées en A.

(%]
L'échelle repose sur l'axe Pavec une ouvertu@AB=2a comme indiqué sur la figure 3.
On désigne par RO, X, Yo, 20) le repére absolu. Le systeme estrayuvement dans le plan

vertical %Oyp. Les point B et C glissent sur l'axe {avec les vitesses respectivEéB/ RO)

et V(C/R,). Soit R(O1,X1,y1,21) un repére dont l'axe ) est la médiatrice de I'échelle. La

base(io, jo,ko) est associée aux deux repergefR;.
Onpose B=AC=L

1- Trouver, en fonction dé, les vecteursW(AB/R,) et WAC/R,) caractérisant les
rotations instantanées des barres AB et AC par rapportraspectivement.

- - o
2-On donnev(B/R,)=-Vv(C/R,)=v,i,

a) En utilisant la relation du torseur cinématique pour chacune des deux barres, trouver
la relation liant#, a,L etv, .

b) Déterminer la vitess_é(A/Ro) en fonction de¥,a etL .
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c) Déterminer géomeétriquement les positions des centres instantanés de rotation des
barres AB et AC.

d) Déterminer (sans calcul) la base et la roulante pour chacune des deux barres.

Yo A y1

Zo Z1 Xo

. . - .- oo- .
3- On fixe le point C sur I'axe Ox de sorte quéB/R,)=v,i et v(C/R,)=0. Trouver
dans ce cas:

a) La vitesse du point A dansBn fonction de¢, a etL .
b) La relation liant#, a,L etv, .

c) Les centres instantanés de rotation des barres AB et AC.

d) La vitesse du point (dans R.

Exercice

Un cerceau (C) de centre A et de rayprdont le plan est vertical, roule sans glisser sur un

pl an horizontal (P). L10 @ x e ¢ et (@ omnkede coevtactudécrite st e
un cercle de rayon R avec une vitesse angulaicenstante (figure€? . Léang@e var.i

caracteérise la rotation du cerceau autour de son@mwedesigne palRO(O,xO,yo,zo) le
repere fixe et parR(O, X, Y, z) le repere lié a (P). On suppose que le plan (P) est fixe dans
Ro. Soient |, I, et Is les points de contact entre le cerceau et le plan (P) telslqueE),

I, (P) et & est le point géométrique.

1- Calculer la vitesse?(A/ Ro) et I'accélératiorﬁ(A/ RO) du point A dansR,.
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2- Quel est le vecteur instantané de rotatiomlu cerceau dari, .

3- Donner les éléments de réductiondutorseuc i n®mati que en A. En d®:
glisseur.

4- Calculer la vitess&(lll RO) et en déduire la condition du roulement sans glissement.

5- Calculer\k/(l2 / RO) et \k/(lG / Ro) et les accélérationalll RO), §(I2/ Ro) et §(IG / RO)
. Conclure.

6- Calculer la vitessél(M / RO) et I'accélératiorb(M / Ro)de son point le plus haut.

7-Soit B un point appart a@aumadistancéb de A SaclantqueBc er ¢
estlié a (C), calculex\‘/(B/ RO). Pour quelle condition cette vitesse devient nulle ?

8En d®duire | 6axe centr al du torseur ci n®mat

Exercick0

Un solide (S) es(AB)demigtG ¢ de@ongldua2heesolibed3) ese
en mouvement par rapport au repére orthonormé digd€,Royozo). Le repere Rest fixe et
| axesOzvertical ascendant . Loext rcgalos® B d

quel 6extr®mi t® A rest eo. On idone OB k3. Unbaaneau (Mhat ®r i ¢
assimilé a un point matériel, se déplace sur la barre (AB). Il est repéré par le vecteur position

AM =-| () K.On deésigne parlF{(O,hf\L/fE'O)et Rz(o,bfv\f, 16 les reperes intermédiaire et lié
au solide, respectivement.

1- a) Déterminer la vitesse de rotati(v\ﬁ(S/ R,)du solide par rapport &R
b) Déterminer la vitess&(G/R,) du point G parapport a B, en utilisant

- larelation de transfert du torseur cinématique,
- le théoréme de composition des mouvements.
c) Déterminer la vitess&(B/R,) du point B par rapport &R
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2- a) Calculer la vitessef{M /R,)du point M dans le repére R En d®duire | 6ac
_g(M /R,) de ce point dans le méme repére.

byCal cul er | a vitesse et | 0acycepdre@elatiftaingn doe
gue son accélération de Coriolis.

c) En déduire la vitesse absolwg§M/R,)du point M et son accélération absolue

Zo

9(M/Ry).

3On suppose maintenant qkue @extF®mit® B
peut quitter le plan matériepQyso.

ayDonner | 0expression du v
rotation, W(S/Ro), de (S) par rapport a
Ro.

b) D®t er mi ner | 6expy e du vecteur

VIM/R,) .

Exercickl

Un disque (D) de centre G et de rayon R tourne dans
un plan horizontal autour de son axe {Oavec une 2
vitesse angulaire constante. |l entraine dans son
mouvement un cerceau (C), de centre C et de rayon r
situé dans un plan vertical. Le cerceau est appuyé J
sur le disque (D) et en | sur le plan horizontal (P).

D)

On définitles repéres suivants

| U oo v Xo
R,(O, iy, jo, K, ) repére fixe, R(O, i, j,k) repére lié a X

(P), Ry(G, iy, }1, k,) repére lié a (D),
e N CcCC~ . e
R,(C, iy, ), b) repére lié a (C) eR5(C,u,V,K,) un repére intermédiaire.
, SR ) “ v
Les angleg, ] ety sonttels queq=(|,ﬁ),j =(V,i,) ety =(ig, i) =wt.

On considere d'abord que le plan (Pgst fixe dans dan$k, (wo = 0).

1- Donner les expressions des vecteurs rotatifi3/ R,) et q(R;/R,).
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2- Calculer les expressions des vecteurs vitesse suivants
V(C/R,),V(C/R,), V(11 (C)/Ry), V(I (O)/R,), V(JI (D)/R,) et V{Ji (C)/R,).
3- En déduire les vitesses de glissement de (C) par rapport a (P) et par rapport a (D).

4- Donner les conditions de roulement sans glissement aux points de contact.
5- On suppose maintenant que le plaiiP) est en rotation autour deOz, avec une vitesse
angulaire constantewp = constante, 0.

a) Calculerv(Ii (C)/(P)) et V{Ji (C)/(D)).

b) En déduire les nouvelles conditions de roulement sans glissement. Comparer les résultats
obtenus avec ceux de la quest#)n

Exercick2

Un cOne de demrangle au sommea e s t en contact, sui vant | 6
[confondue avedO,i,)], avec |l e plan (®©Qyk).déame, dorelp r e f
sommet est fix® en O, |aftdurede Onet una rottionr ppoprat i o n

d 6 a mgutoer de son axe @xle vecteur unitairé; (voir figure 2). On pose OC &

1- Calculer la vitesse de rotatioﬁ(céne/R).

2-Soit M (O, O, z) wun point assujetti Toorest e
pour que M soit lié au cbne.

3Cal cul er | a vit es slkcom)enfonctiprode latistance@®le cont act
4- Déterminer lacomi ti on de roul ement sans glissemen

rotation (dans le cas de non glissement).
5- Calculer la vitesse du point C situé au milieu de la base du cone.

6- Soit Is un point géométrique coincidant avec le point de la base du céne qui est en contact
avec le plan xOy. Comparer les vitesﬁébe) et v(I1i cong.

7- On suppose que le cone fait un angle variable avec le plan xOy. proid\;/, i:), ou

\ 3 — -
i, est la projection de i, sur le plan xOy. Calcul&¥(cone/R) et la vitesse de C.
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Chapitre

Moments d’inertie de différents corps

saviv
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Rogedosef Boscovi¢li1-1787

Pour R. J. Boscoviclt
apparence, en realité, ils sont formés de points |
“un corps continus soit un concept intuitif, pri
toujours le penser aamemsemble de points maté
entre eux par des liens sans masse, de telle so
totale soit la somme de la masse des tous les
forme, donc la dispositionpd@sts;esoit garantie |
"squelette” des liensaimneky

Pyhep Domkonmh (1711-1787)

Objectifs

+ Déterminemat r i ce ddinertie principale
+Savoir d®terminer ;l e rep re et | dax
+D®t erminer et diff®rencier entre ce
+ Appliqgdera noti on ;de moment dodinertie

+ Savoappliquer le théoréme de Guldin
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Exercice 1

Déterminer la matrice d'inertie des solides homogénes suivants:

a. Cylindre creux de rayons R, (rayons intérieur et extérieur) de hauteur H et de masse M.
b. Cylindre mince de rayon R et d'épaisseur faible.

c. Cone creux de rayon R et de hauteur H.

d. Quart de cercle de rayon R.
corrigé

a.Cylindre creux de rayons;RR, de hauteur H et de masse:M

z
A

ol T

Les trois plans sont des plans de symétrie matérietléma @ est une base principale
doéi netamaeri ce doinertie est diagonal e

0O O
» © » ’ N 1. N
6 0avecd=6= @F+@W=30+ &
0 o

1
6= W+ :ED(‘Y§+'Yf)

, , (o NI
2y — w2 2y O _
Ona o @ =“"(Y; Y) oo 1o

« vy _1a . . o2
Doncd = 8 = 30 Y5+ Y2 + 0
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Fi nal ement l:a matrice soO0®crit
1« 2 w2 0 P >

U Y5+ Y +— 0 0 Il

, IrEI 12 1 0"02 I,I
%:Il O ED HY%+!Y]2_ +? 0 N
11 1

u 0 0 20 B+

b. Cylindre mince de rayon R et d'épaisseur faible

—

z

A

=
|

A}
\
\
\
\
'
'
’
’
’

[T~

(@@ est une base prlianorapalie ed didn:enretrite e e st

o 0 O
Wy= 0 & O
0O 0 O
(0,8 et(0,® jouentle méme role A =B.
W _a _0Y2 O v nwp
O—O—T‘F?etO—UY
Y2 )¢ .
Tt 0 0
Final ement |:d&®md'try ceo¥d 60®cr j t
AT e ALl
u o 0 RAY

c. Cbne creux de rayon R et de teau H:
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(0,eaé) et(0,@d@ deux plans de symétrie (U,@ et (0,& sont deux axes principaux

doi n@ra=i@ge (b,@ddest un axe principal doéinertie
o 0 O
@y=0 6 O
0O 0 o
Lw 0¥ __ﬁ Lo
AVGC.O—TetO—O— yE
2 bR
ﬁ%+UT 0 OI:I
(.‘2 o n
Final ement | :@®ymait roi ce%s@%‘)-zcrdd
] w2l
0 Y,
u O o ZvU
AY
d) d. Quart de cercle de rayon R
M
Y [me==yfe=x
R |
I
I
6 |
: >
VA X X

onad=0et 6=_ & Q1 ,6=_ & Qhetd=_ &+ XN

o] O 0
@y = O 06 O
0 0O 0o
o w2 n o2
Avecézéz%z%et"Oc%
“'Y2 “'Y2 .
n’UT U— 00
Final ement I:é%ma“tﬁi we? s {®crit
« 2 l'l
u o 0 0VvBY
Exercic2
Cal cul er |l e moment doéi nertie

1-d6une pl aq ulkomogene paarapgait kuacoté AB

2-ddéune sph re homog ne de rayon R pae rapp:
déinertie en O de |l a sph re.
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Corrigé

1-Le moment dbéinertie par :rapport au c!'t® AB
C_—V) — . )

([ dX@AP) dm avec AP = xx+ yf/
(9

ab
o =1 = rpyzds=ﬁ':py2dxdy=s§ab3. Or m= fjdm= ff dS=s ab.

(S) 00 (S) (S)

Ainsi, | :gbz.

2-Le moment dobéinertie par rapport ° O

lo = fDP dm or OP=r¢, dm=r dVet dV = r?sing ) drdgdy
(S)

Rppl2 A
0= r"’ﬁr"’r r4sin(/')drdqdj :gf,URS

00 O

La masse de la sphére est gp R%r.

Ainsi, 1, =§mR2.

A cause des symetries de la sphégg:=1, =1,.

Or 2lg =lg, +1lg, +1o,=3l, Y |OX:3|O=3M R?.
3 5
La matrice ddéinertie :par rapport ~ O est don
e2 2 (%]
¢ 2 u
[1lo=¢ O ZMR? 0 u
é 57, U
) 0 =MRY
2 5 H
Exercicé
On consid re | e triangle rectangle homog ne

AB=2ax et BTEsz}‘/’. On demande de déterminer
1- les coordonnées dans le repérexAy,Z)du centre dodinertie G du

22l a matrice doinert bmsef§,Zce triangle en A su
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3d®duire |l a matrice(xdygZd)nertie en G sur

Corrigé

1- La masse du triangle est donnée:par
b
2aa"

m=s Affxdy =2s ab
00

Le centre de masse du triangle est donné par

b
Zaa

AG——nns(xx+y3%dxdy:_ —azb)((:+ asza ilaC+2b§:
UL H 3
2- Puisque le triangle admet une epaisseur négligeable alorsl,, =1, =1,=1,=0.
2a2
= fyidm= andedy‘—Sb3a——mb2
() 00 3
I, = fK’dm=2ma’.
(s)
b2
= ﬁx2+y2)dm:|xx+|yy:2m(a2+_)
©) 3
= fjydm=2s a’b*=mab=1,,
(S)
Lamatri ce doi nerestdomnepmar rapport ~ A
e2 N
(%mbz - mab 0 3
[I]o:é mab 2ma’ 0 . g
€0 0 2m(a’ +_)E

. . 4 2 .
3- La position du centre de masse G est donnéexpar gaet Yo :§b' La matrice

doi ner t i euqerdre demaspepGopeut se calculer comme suit

G .10 2

I _Ixx_myG

18 =19 - mx2
G 10 2 2
I, =1 'm(xe"'ye)

I G

o =l - MXsYs

La matrice dbéinertie par rapport G e

e2 ., m o

~—mb° - —ab 0 y

el -1 0m 99 9 u

- U _ € m 2 u

=gy 1, Ou—anb gma 0 u

é 0 o 1°u € u

€ zU € 9 0 Zma?+b?)V

& H
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Exercices et examens rddétaiques des Systemes de Solides Indéformables

Exercicé
Une sphére homogéne derayoat de centre O roule sans gl i s
forme de V majuscule, doéangle di dre 120A et

1- Déterminer les éléments de réduction du torseur cinématique en O.
2- Montrerque H est un C.I.R
3- Déterminer la condition de roulement sans glissement de la sphere sur le diedre.

4-D®t er mi ner | 6axe inst an® de rotation.

Corrigé
I-"CmMYY.dQyY =0
2- HK

ALY =BQGY +mYY APt ALY M abat mouvement plan dans R.

bo =
R 2

4-C.RSG BOjJY=BQY +mMBYY™ "QP= @®doncr§"Y'Y =
Exercice

Déterminer la matrice principale et centrale d'inedéie solides homogénesivants:
a. Demi cercle denasse M et de rayon R.

b. Demi disque de masse M et de rayon R.

corrigé

a) Demi cercle de masse M et de rayon R

et

A\
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u.Y2 .
nez— 0 0 [l
11 o w2 2 i}
Lamatricec ent r al e 6 ®:6@yira (0t g MR 0 "
Ll 2 A2 .
0wy 4MR2!
u O 0 0V =
“.YZ .
nv—UZ 0 0n
et la matrice pr:i"C@gc:i::pbalﬁ dgi':'nerti e so®crit
2 11

uo 0o O\yrY

b. Demidisque de masse M et de rayon R

0 Y2

o 0 0
. . . ' 0'Y2.~ . i . ~ .
l'a matrice princ@®palle —g—mm.ertle sO®crit
] o w2l
02!
u.Y2 .
- 0 0 Cl

. o I 0 Y2 . 4 . n .
et la matrice ce@f= a0l erG\/I(EE)%rtIG) S&®crit

L 0 Y2 4R M
uo 0 - MG)0

Exercicg

Le volant représenté figure est caractérisé par sa masse m et son rayconipolite un trou
circulaire centré en A (OA = a) et de rayon r.

1- Déterminer le centre d'inertie G du volant.
2- Calculer la matrice d'inertie au point O.
3- En déduire la matrice d'inertie au centre d'inertie G.

4- Calculer son moment d'inertie par rapport a la premiére bissectrice.
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<l

iz
N

corrigé

(HZ
Y2 (2

1- 6'®=

2- (0,@@ estun axe de symétrie (0,&) est un axe principal dgymétrie
F=D=0

Onaz=0 E=0

0
@y =

o O 0ok

0
0
AvecD: Matrice dbéinertie du disque plein de r

‘W:Matrice doinertie du disque (suppos® plein

5 (V247 2
0 (Y4+| ) 0 0 i
Fi nal ement I:éiGQZ)g,me“trOicM"-@@MEi"—zzt 0 ::
Ll 4 Y2 .
0 (Y2+i 2) cri2 !
u O 0 4 v2 i2U
3- Matrice d'inertie au centre d'inertie:G
T 0 0 "
PN D (Y2 +12) (72 G2
®o=1r 0 4 My M 2 0
[N} D ((Y2 + i 2) d}‘l 2 (:\’j 2 2|"I|
u © 0 3 ME e ME& 20

4- Moment d'inertie par rapport a la premiere bissectrice

Soitd= 1
0
. . D (Y2+19) GP1 2
Ona: Gy = G Gy .0= — M+
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Exercice

Un solide (S) homogéne de masse #l @nstitué par un cylindre plein deuteur H,de
rayon R et par une demi sphére pleine de rayon R. Le cylindi@ @&&mi sphére sont
assemblés par soudure comme l'indique la figure

1- Expliquer pourquoi le repe@ ,@m @ @ est principal d'inertie?
2- Déterminer la position du centre d'inef@edu solide.
3- Déterminer la matrice d'inertie en 0, relativement a |la &pian

4- En déduire, dans la méme base la matrice principale et centrale d'inestieldu

corrigé

1-

H

(0,@@ et(0,cd sontdeux plans de symétrimtérielle

(0,8 et(U,d) sont deux axes principaux doéinert:

Le troisieme axe @ @@= @ (0U,@ estle 3éme axe principal la base(U, @@ est une

Z

\

)
|

y S — G v 4 y Bt 52 2 dz\

base princ
2- La position du centre d'inertie G du solide

e 32T YY),
~ 2320+ 2v8) P
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Exercices et examens rddétaiques des Systemes de Solides Indéformables

3- La matrice d'inertie en 0, relativement a la s @:

30 0oY2 4V O >

e (——+ —+ =) 0 Il

130+ 2Y" 4 15 3 ]

@, = I 0 30 "OY2 N 48 . c 0 n
=11 —_ (— —_— —_— ]

N 30+ 2‘Y( 4 15 3 ) N
11 0 0 30 HOYZ + 4'Y3 Il

u 30+ 2'Y( 2 15)U’

4- La matrice centrale d'inertie dolide:

6o 0 O bo=0 0% 0 0
‘@ = 0 0o 0 = 0 60=6 0% 0
0 0 0o 0 0 6"0: 0

Exercicg

Soit un solide (S) constitué d'un disque (D) de masse M et de rayon R et d'une tige (T) de

méme masse M et de longueur 2L. La tige est soudée au centre 0 du disqud'icatigue
la figure suivante

(0
e

\Disquc

1- Détermirer de la matrice d'inertie du disque

2-Détermined a matrice doinertie de | a tige
3-Détermined a matrice doéinertie du solide (S)
corrigé

1- La matrice d'inertie du disq@st donnée par

0 "Y? °l

M- 0 0
. 1 0 'Y2 Iid
@) =110 —— 0~
1 4 M
11 [‘) ‘Y2||

u 0 0 2
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2-Lla matrice doestdamééepae de | a tige

fﬂMLZ o on
'3

Wiy = 4
"0 ML 0

>
[}

uo o oU

3La matrice doi nhesquetiTige du sol i de (S)

LAV 0 o"
114 § i
. . » e 0y 4
@y = Q@ope)t @ =11 0 - +§ML2 0~
[ "
11 G'YZI,I
u O 0 2 U
Exercice
Lespace ®tant rapport® ° un rep re |, on con
O, de masse volumique et de rayon R.
1- Déterminer la masse de S.
2-D®t ermi ner | a position de son centre doiner
3- Détermineren O lamatrické i nerti e de S, en projection su
4-D®t er miner en G |l a matrice doéinertie de S,
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corrigé
1- La Le quart de la sphére est défini Q%(r,q,j)locl: r¢ ROCgep,0¢/ ¢%ﬂ
! y
Rppl2 ,0
Ainsi sa masse ed¥l = “’“‘f‘fr sin¢ )drdgd/ _§f R
00 O

2-Par sym®trie | e centre de masgsOeetdéladmpitpar t i e
(bissectricey = z. Par conséquenk; =0et y; = z;.
Rppl2

OGQ/—— W@m——rﬁﬁr sin@)sin( )drdgd/ —§R
M () M 000 8
— .C 1 . 1 Repl2 3
zG:OGcz:—ﬁzQim:—””ﬁrr sin( )cosf )drdgd/ ==R
M (S) M 00 0 8

Ainsi la position du centre de masse G est donnée@: g R()C/:+ %

3La matrice doiaheult e peautntitieseant | es d®&Ffi |
|l es produits doinertie en coordonn®es sph®ri
Rppl2
L = fy? + 22 dm= iy r[sin?( )sin?(g) + cog(f )]sing ) dr dg df :EM R?.
(S 00 0
Puisque le plarnk=0est un plands y m®t r i e, alors tous xlsamts prod
nuls: I, =1,=1I,,=1,=0.

La matrice doéinertie en O sO6®crit

ezMR2 0 o §
& ) , u., & 0 0o
[1lo,=€é 0 MR? - EMRU=EMR?D 1 - wupd
é 5 5p g 5 %) Ve 1 u
¢ o .2wr Z2uwre U d
g 5p 5 H
4- En utilisant le théoreme des axes paralleles, on@eutpr i mer | a matri ce

Comme exemple
Lo = Lo+ m(yg +25) et 1, =15 +myz;.

La matrice doéinertie en G soO6®crit
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€19 7]
é— MR? 0 0 U
€160 U
[Ns=% o0 83 uRr? MRZ(E- i)‘é
g 320 64 5p 3
é 0 MRZ(E- i) ERVIC
6 64 5p 320 0
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Exercices complémentaires

Exercick0

A S

On considere un cube plein homoge@gede coté a et demasse m et un repére(B, i, j,k)
dont l'origine coincide avec le centre de masse du cube. On ajoute deux masselottes

identiques A et B de massl% chacune sur les milieux de deux arétes du cube diamétralement
opposeéesfigure 1).

1- Déterminer lanatrice d'inertie du cube en G, 11(G).

2- Déterminer les matrices d'inertie en G des deux masselottes, II(G, A) et II(G, B).

3- En déduire la matrice d'inertie en G, II(G, S), du systeme formé par le cube et les deux
masselottes.

4- Le repere R est un repérgrincipal d'inertie? Admelt un axe principal d'inertie? Justifier
votre réponse.

5- Trouver un repere principal d'inertie pour (S).
6- Diagonaliser la matrice et retrouver le repére principal d'inertie.

7- Déterminer la matrice principale d'inertie.
2
z

‘ a .” ”
»

R

V<

2a ©
X Figure2

Soit unquart de cerclanatériel de rayon Rlont la matrice d'inertie 11(O, S) n'a pas éte
trouvée diagonale.

Exercickl

1-D®t ermi ner | a (@pdommeocter doéi nertie de
2- Trouver un repere principdlinertie pour (S)

3- Diagonaliser la matrice et retrouver le repere principal d'inertie pour le quart de cercle
homogene.

4- Déterminer la matrice principale d'inertie.
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y
M
R
q X
rAC;
O
Exercick2
1-D®t er mi ner |l es centres de niaswres henogenes s
suivants.

a) Une demi sphere creuse de rayon R et de masse m (Figure 3).

b) Une sphére creuse de rayon R et de masse m.

¢) Un quart de plaque elliptique homogéne (Figure 4).

2- Calculer les moments d'inertig tle la demi sphére, da kphere et de I'élément elliptique
N . C >~ =

par rapport a un axe passant par O et de vecteur directgati + j .

3- En deduire les moments d'inertig,; de la demi sphere et de I'€lément elliptique par

rapport aux axes passant par leurs centres de masse et pafallele a
Exercic8

ma

On considére un solide (C) représentant un cylindre creux, homogéne, de masse m, de rayon

R, de centre de masse G et de hauteur h (Figure 5).

1- Déterminerla matrice d'inertie, 1I(G, C), en G du cylindre creux. En déduire la matrice
d'inertiell(O, C).
2- L'opérateur d'inertie du cylindre peilitlevenir sphérique ? Justifier votre réponse.

3- Sur la périphérie du cylindre on soude une masselotte A de r%]asséuée sur l'axe Gy.

Le systeme constitué par le cylindre creux et la masseloteefun solide (S).
a) Donner la matrice d'inertie en O de A, 1I(O, A). En déduire 1I(O, S).

b) Trouver 1I(G, S).

z

X b @

z Figure ¢
Figure 3
,X/ o y
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Exercick4

1-D®t er mi ner |l es centres de masse et l es ma
suivants.

a) Une demi sphére creuse de rayon r et de masse m (figure 4).

b) Une sphere creuse de rayon r et de masse

c¢) Un quart de cercle matériel de rayon r et de masse m (figure 5).

d) Un cercle matériel de rayon r et de masse m.

En d®duire | e pocoqguesticercle gab iappertratun @&passant par O et de

vecteur directeuti(1, 1, 0).

e) Méme question pour un quart de plaque elliptique (figureEf).déduire le moment

doi nedret ilea Ipl aque Dpassant pap @, devectelr unitalfe x e

AR

Exercicks

v

On considére usolide (C) représentant un cylindre creux, homogeéene, de masse m, de rayon
R, de centre de masse G et de hauteur h.

1- Déterminerla matrice d'inertie, 1I(G, C), en G du cylindre creux. En déduire la matrice
d'inertie 11(O, C).
2- L'opérateur d'inertie du cylindre peliievenir sphérique ? Justifier votre réponse.

3- Sur la périphérie du cylindre on soude une masselotte A de r%]asséuée sur l'axe Gy.

Le systeme constitué par le cylindre creux et la madeeA forme un solide (S).
a) Donner la matrice d'inertie en O de A, 1I(O, A). En déduire II(O, S).
b) Trouver 1I(G, S).

Exercic®

On considere un cbne plein, homogene, de gegie au sommet et de hauteur h. Le repere

R(O,iV,T,I\()est t el gue | 6axe du cl'ne copuncide ave:q
en O.

1-Trouver |l a position du centre de masse du
©.171,K).
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2-Cal cul er l e moment déinertie du solide par
rapport & un axe passant par les points O etdBf),

3- Soit A un point de coordonnées ), 0) . D®t er miner | a matrice
Adanslabase(i\fjp,k). En d®duire | e moment doinertie
passant par les points A etaC(Q, 0).

4-En f ai sant atversn@ e ebnd ténd megsluee tige non homogene avec une
densité de masse linéiquk, fonction de la hauteur z. Calculér en fonction de z et
d®t erminer | a matrice doéinertie de |l a tige a

la questiorl) en supposant queeest petit.
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Chapitre

Systéme de frein:

Cinetique du Soli
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Johan Samuel Konig (KoEnigy57)

Les travaux de Koening publié daBkEs@nti
g®om®t rie contenant 7l
permettel® rapprochement destalecdg cinémat
(vitesse, accélération) et ceux de la géomeétri
(centre de malsnsant, naisseniae
cinétigu@ppellée aosgimatique des masses

Objectifs

+ Dévelagfa notionTorsewinétique (quantité de mouvement, moment cinétique)

+ Développkra noti on du Torseur dynami qu
dynamique)

4+ Assimiller notion de référentiel barycentrique

+ Appliquée théoréme de Koenig
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Exercick

On défini par :

Ro (O, X, Y, z) Un repere de référence Lié au sol .

Ri1 (A, u, v, z) un repeére lié au tube.

Point B caractérise la bille.

¥ : Vitesse an/Bul aire

du

La bille glisse dans le tube a la vitegdet Le tube tourne a la vitesse angulame

1- Calculons la vitessé® 6] 'Y, .

2- Accélération dép 0] Yy .

corrigé

1-BOj Y, =ABO|Y, +1pY Yy~ 0P="b "-&

2-m0jYy =" "2 2—"—0

Exercic2

Consi d®rons un robe&t A y,) C |
de deux bras 1 et 2. (Voir figure)

Soit les reperes : Bras 2

Yy 0,a, &), @ repére fixe lié au socle

Y, 0,@,@,d repereliéaubrasl S
Y, 0,6,6,@ repére lié au brad.
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Ondonne DUP= & ,0,0P= G

1- Calculeiip Y)Yy, etlp Y)Y, .

2- Calculer® 0 j Y, par composition degtesses.

3- Calculerrp 0 ] Y, .

corrigé

1-10™Mi Yo =1 1@ et 10 Y2 Yo =10l ™ +10MY =( 1+ 2)®
2-B0]Y =&( 1+ 2@+ a4l 1@

3O Yo =G0 1+ )@ (1+]2)%@]+dal @ | @]
Exerciceé

On consid re | e mouvement doéun 1vd®dongomeurhy dr a
constante L et Lacouse @ pariragpert dnest QéfiNiepad®= o 0 @.

La rotation du v®¢t({Qrmortégatiy. d ®f i ni e par | 6angl e
On appelle Y, U, @), a), @& e repére fixe lié au bal.
YO,@d lerepére mobile lié au vérin.

0®= 0+ woO @aveclL : Constante

1- Quelles sont les composantes dBrthu vecteur rotations('Yj 'Yy) ?

2- Exprimez dan® les composantes des vitesgg8j 'Y; etd 0] Y,

3- Exprimez dang les composantes des accélératjentsj 'Y; etfp 6] Yy

corrigé
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116y =1 &

2-B0jY, =wmet®OjY, =] 0+ 0@+ wd

3m6jY, =wmet OjYy =] 0+0+2 wo+[® |?0+w]a

Exercicé

Le point O de | a toupie est consid®r® fixe.
avec une Vvitesse angulaire constante . La to

angulaire constante . Voir figure 1.
1- Calculer les veeurs vitesse et accélération angulaires de la toupie.

2- Calculer la vitesse du centre de masse G de la toupie.

corrigé

Soit le repére absol®, (O, >\(J\?JZ\J) et soit le repere lié a la toupi@ | Rl(O,>\<',§/’,‘z')

1- Le vecteur vitesse angulaire de la toupie est donné par
W(T)/R,) = #Z+ 2

Le vecteur accélération angulaire de la toupie est donné par
C NA(T)/ d a c .
a((T)/RO):M:/#—Z :,#BéE +WR, /R,) @79
dt dt Rt 0
c R ¢ 'R +
- AUz oY
Orona

> Co. C
Z=cosQ)z+sin@)y
Ainsi le vecteur accélératiangulaire est donné par

a(T)/R,) = Atsin(q) X

2- Le vecteur vitesse du centrede mazgse 6 ®cr i t
o o o _—

V(G/R)) =V(O/R,)) +W(T)/R,) dOG
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Le point O est fixe \7(0/ R) = 5 Le vecteur position de G est donné m?B: h%. Ainsi le
vecteur vitesse de G est

V(GIR,) = (P2 +#Z) BhZ = hytsin(g) X
Le vecteur accélération du point G est donné par

C_ . _WVGIR) _, 8 c o 8
GG/R)) = T h,l#gtcos@)x+S|n(c7)OI—]F\)o 8
(; -
Ou
o :d_ﬂ PR IR 85 = (FY+42) X
tRo C|t|:\>1
= (H+y#cos@)) V- Wsin(g) Z
Ai nsi |l e vecteur acc® ®ration de G soO6®crit

GG/ R,) = = hy#{#cos) X+ sin(q) (#+icos ) - yisin (q) 2)

Exercice
Soit le mécanisme de la figure .

Calculer la vitesse angulaire de la barre AB. Calculer la vitesse du bloc B.

corrigé
La vitesse angulaire de la barre (O\K/I(OA)/ R)) =- 11: (rad/s).

Le point A appartient aux deux barres (OA) et (AB). Ainsi, on peut calculer le vecteur vitesse
du point A comme suit
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C p w
1 Pour la barre (OA) va = k @0.15)] =0.15i (m/s)

1 Pour la barre (AB) vA :\L/’ +\X((AB)/RO)®( O3| +0. 15])
On ecrlt\/\((AB)/Rg) W, k

('

Contrainte: \k/j3 =Vp i

Suivanti : 0.15=v, - 0.15W,,
Suivantjy: W, =O0rad/s.

Par conséquentk[B = O.15i\'(m/s).

Exercicé

Un athlete fait des exercices a sa main en soulevantune masseLe poi nt A de

stationnaire. La distance AB est 30c m, et

figure, w,g =1rad/s et upec =2rad/s.

Quelle est la vitesse de la masse m?

corrigé
: LS — - w

La vitesse de B est donnée patg =V + Wagk GABiI =0.3] (m/s)

La vitesse de C est donnée par
C C “ _— - > L . <
Ve =Vg + Wck @BC =0.3) + 2k @(0.4cosE0 )i +0.4sin(60)])

Y V. =-069 +07] (m/s)

Le module de la vitesse de la masse est donnéevpaf.98m/s.

Exercice

On considére un repéig, U,a),d aveca, un axe vertical ascendant. Un cerceau (C) de
centreO; de rayon R et un disque (D) de cer@eet de rayon r < R, sont en mouvement
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dans le plan0,a), @, . Le cerceau et le disque sont restreints aux liaisons suiva(@@s
roul e dlua) eltd a(xDe) roule ° | 6int®rieur de (C).
avec (U,@) et J le point de contact de (D) avec (C). Les repéfed® ., @ et

Y, 0,a,d sontliés au cerceau et au disque respectivement. La position du systéeme étudié

estrepérédans,R ar | 6abiguio®sne nde eOpar #xg,etaentesugesr | e
autour deg, .

1- Calculer, pour les points géométriques | el DY), &G 'Yy).

2- Calculer la vitesse de glissement de (D) sur (C) en J.

3- En déduire pour les points géométriques |:@BJPo), d(U 6) etd((j O).

corrigé

Les repered; 0,@,@ et'Y, 0,&,d sontliés au cerceau et au disque respectivement.

La vitesse angulaire du cerceau (C) par rapport & 0, est

- - L,'

WC/R,) =WR /R,) = #Z,.

La vitesse angulaire du disque (D) par rapport au cerceau (C) est

W(D/C) =\W(D/R) = (a+ & 2.

La vitesse angulaire du disque par rapport @ eRt \7\'(D/RO):\7\’(D/C)+\7\'(C/RO)
C
=(@+d) 7.
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