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AVANTðPROPOS 
 

Ce recueil dõexercices et examens r®solus de m®canique des syst¯mes ind®formables est issu de 

lõenseignement que je dispense depuis 2004.  Il est destin® ¨ °tre un support p®dagogique pour les ®tudiants 

de la deuxi¯me ann®e de ENSA. Il nõest pas n®cessaire de souligner lõint®r°t que peuvent trouver les ®tudiants 

dans un polycopi® consacr® uniquement aux exercices et probl¯mes dõexamens corrig®s. Ces exercices 

couvrent les sept chapitres du polycopié de cours de la mécanique des systèmes indéformables :  

 Calcul vectoriel-Torseurs, 

 Cinématique du solide, 

 Géomètrie des masses, 

 Cinétique du solide, 

 Dynamique du solide, 

 Liaisons-Forces de liaison, 

 Mouvement dõun solide autour dõun point ou dõun axe fixes. 

Ces deux polycopi®s, lõun de cours et lõautre dõexercices et examens r®solus forment un ensemble 

cohérent pour permettre aux étudiants :  

 de consolider leurs connaissances, 

 un entrainement efficase afin de sõassurer que le cours est bien assimill®, 

 dõacqu®rir les outils et techniques n®cessaires ¨ leur formation, 

 de compéter leurs cultures scientifique en mécanique.  

Chaque chapitre sõouvre par la pr®cision des objectifs et des comp®tences cherch®s. De nombreux 

exercices et probl¯mes dõexamens compl®mentaires sont proposés afin que les étudiants réalisent une 

autoévaluation.  Je dois souligner que ce document ne remplace en aucun cas le TD en pr®sentiel. Notons quõil 

nõest pas n®cessaire de r®soudre un probl¯me dans sa globalit® mais, selon le degr® dõavancement du cours, 

dõen ®tudier successivement les aspects cin®matique, cin®tique puis dynamique.   

Comme pour tous les exercices auto-correctifs, les solutions profitent plus aux étudiants qui 

fournissent lõeffort n®cessaire pour r®fl®chir et essayer de résoudre les exercices proposés. 

 

M. Bourich 



 

Illustration de couverture : 

 

Machine Marine à Balancier (vue extérieure) 

(Source : https://fr.wikisource.org/wiki/Les Merveilles de la science/Bateaux à vapeur) 

 

 

Les premiers bateaux à vapeur construits en France furent munis de machines à balancier, ou 

machines de Watt. Elles ne différaient de la machine de Watt en usage dans les usines et manufactures 

que par la position du balancier, B, lequel, au lieu dõ°tre dispos® au-dessus du cylindre à vapeur, A, 

était placé au-dessous; ce qui obligeait ¨ le commander par des bielles pendantes C, partant dõune 

traverse b, calée sur la tige a du piston D. Cette disposition était nécessitée par la trop grande 

hauteur quõe¾t atteinte la machine, si lõon e¾t dispos® le balancier en dessus. La grande bielle C agit de 

bas en haut, et son pied sõarticule sur une traverse G, qui r®unit lõextr®mit® de chaque balancier. 

Sur la figure, Aǋ est la boîte à tiroir, E la manivelle, F lõarbre moteur, H le condenseur, et sa pompe ¨ 

air I ; J est lõexcentrique conduisant le tiroir. 

La machine a été construite en 1840, par Fawcett et Preston, pour la frégate le Gomer. Dans toutes 

les machines marines, on accouple généralement deux cylindres sur un même arbre, au moyen de 

manivelles cal®es ¨ 90 degr®s lõune de lõautre, afin dõ®viter les points morts. La machine à balancier 

que nous venons de d®crire est rest®e pendant pr¯s dõun demi-siècle en faveur dans la marine 

franaise, malgr® lõencombrement quõelle occasionnait. La douceur de sa marche et la solidit® de ses 

diff®rentes parties ®taient des avantages quõon ne pouvait d®daigner. 

https://fr.wikisource.org/wiki/Les
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Chapitre 

Calcul Vectriel-Torseurs  
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Objectifs : 

 Différencier entre torseur symétrique et anti-symétrique; 

 Décomposer un torseur (couple et glisseur) ; 

 Comprendre la notion de torseur équiprojectif ; 

 Déterminer les ®lements de r®duction dõun torseur ; 

 Déterminer lõaxe central. 

 

 

 

 

 

 

Galilée : (1564-1642) 

              La philosophie est écrite dans ce grand livre, l'univers, 

qui ne cesse pas d'être ouvert devant nos yeux. Mais ce livre ne 

peut se lire si on ne comprends pas le langage et on ne connaît 

pas les caractères avec lesquels il est écrit. Or, la langue est 

celle des mathématiques, et les caractères sont triangles, 

cercles et d'autres figures géométriques. Si on ne les connaît 

pas, c'est humainement impossible d'en comprendre même pas 

un seul mot. Sans eux, on ne peut qu'aller à la dérive dans un 

labyrinthe obscur et inextricable". G. Galilei, "Il Saggiatore", 

Rome, 1623  
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Exercice 1 

Soit L une application de lôespace vectoriel  (E) dans lui-m°me. Lôespace (E) est associ® ¨ 

lôespace affine z ¨ trois dimensions. Lôapplication L est d®finie par :  

 

L (  avec  et M un point quelconque de  z. 

1- Pour quelles valeurs des paramètres a, b et g, lôapplication L est antisym®trique ? 

2- Montrer quôil existe un vecteur  tel que L ( . 

Corrigé  

1- ‚ antisymétrique ᵾ  ᶅὥᴆ, ὦᴆ  ɴE : ὥᴆ‒ὦᴆ= ὦᴆ‒ὥᴆ. 

Soit L, la matrice associée à  ‚ dans la base ( ) de E : 

L=

 1 4
1  

2 1 
     dôo½ 

= 0
= 1

2 = 4

    

la matrice sô®crit alors:   L=
0 1 4
1 0 1
4 1 0

 

2- Vecteur  tel que L (  ? 

Soit ɱᴆ=
ὥ
ὦ
ὧ

 ; uᴆ=
ὼ
ώ
ᾀ

  an alors ɱᴆ᷈ uᴆ=
ὦᾀ ὧώ
ὧὼ ὥᾀ
ὥώ ὦὼ

 

Ce qui donne : Lᴆ(u)ᴆ=
ώ+ 4ᾀ
ὼ+ᾀ
4ὼ ώ

ɱᴆ=
ὥ= 1
ὦ= 4
ὧ= 1

 

Exercice 2 

Considérons les vecteurs jbiau
CCC

+=  et jv
CC
= , liés respectivement aux points A (1, 0, 0) et B 

(1, 1, 0) et les torseurs [G1] et [G2] associés aux moments de u
C

 et v
C

,  respectivement. 

1- montrer que [G1] et [G2] sont des glisseurs. 

2- On pose [G] = [G1] + [G2]. 

  a- Calculer la résultante  R
C

de [G] et son moment en A. En déduire la nature de [G]. 

  b- D®terminer lô®quation cart®sienne de lôaxe central de [G]. 

 

î
í

î
ì

ë

b+-a-

g+b+

+-b

=

zyx

zyx

z4yx

))M(u
2

C

ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é

ê

è

=

z

y

x

Mu ))(
C

W
C

)())( MuMu
CCC
ØW=

k,j,i
CCC

W
C

)())( MuMu
CCC
ØW=
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Corrigé  

1- La résultante de [G1] est : [G1]A = [0ᴆ,Uᴆ], donc lôinvariant scalaire Ὅ1 = Ὃᴆ1.Ὑᴆ1 = 0ᵼ[G1] 

est un glisseur. 

La résultante de [G2] est : [G2]B = [0ᴆ,Vᴆ], donc lôinvariant scalaire Ὅ2 = Ὃᴆ2.Ὑᴆ2 = 0ᵼ[G1] est 

un glisseur. 

2- a) La résultante Ὑᴆ= Ὑᴆ1 + Ὑᴆ2 = ὥὭᴆ+ 1 + ὦὮᴆ 

GᴆA = 0ᴆ+ ὃὄᴆ᷈ ὠᴆ= 0ᴆ 

On a deux cas à distinger : 

 Ὑᴆ= 0ᴆᵼ ὥ,ὦ = 0, 1 ,Ὃ est nul. 

 Ὑᴆ 0ᴆᵼ ὥ,ὦ 0, 1 ,Ὃ est un glisseur. 

b) A  ¨ lôaxe central Ў. Pour un point P Ў. 

ὃὖᴆ᷆ Ὑᴆᵼὃὖᴆ᷈ Ὑᴆ= 0 

Donc lô®quation cart®sienne de Ў est : 
ᾀ= 0

ὦ+ 1 ὼ ὥώ ὦ+ 1 = 0
 

Exercice 3 

Dans un repère R ),,,( kjiO
CCC

, on considère un disque de centre O contenu dans le plan xOy. 

Le disque tourne dans le sens trigonométrique autour de Oz avec une vitesse de rotation w. 

1- Par un calcul direct, déterminer la vitesse )/( RMv
C

 dôun point M (x, y, 0) du disque. 

2- Montrer que le champ )/( RMv
C

 forme un torseur et déterminer ses éléments de réduction 

en O. 

3- De quel type de torseur sôagit- il ? Quel est son axe central ? 

Corrigé  

1- On a ὠᴆὓ =  ώὭᴆ+ ὼὮᴆ. 

2- On a ὓὓᴂᴆ. ὠᴆὓ ὠᴆὓᴂ = 0 donc le champ est équiprojectifᵼil est antisymétrique : 

donc le champ ὠᴆὓ   est un torseur. 

Les éléments de réduction en O : [ὠ] (ὕ) = 0ᴆ,.Ὧᴆ 
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Exercice 4 

Dans un repère orthonormé direct R , on considère le champ de vecteurs  

dont les composantes sont définies en fonction des coordonnées  (x, y, z) de M par : 

     où t est un paramètre réel. 

1- Calculer le vecteur  au point O. 

2- Pour quelles valeurs de t, ce champ est antisymétrique ? 

3- Pour chaque valeur trouvée de t, déterminer les éléments de réduction du torseur (résultante 

et moment en O). 

4- Décomposer le torseur associé à  en une somme dôun couple et dôun glisseur dont on 

indiquera les éléments de réduction. 

5- D®terminer la position de lôaxe central du torseur pour t = 0 et t=2. 

Corrigé  

1- Le point O a pour coordonnés : O =
0
0
0

 V(O)ᴆ=
1
0
2

 . 

2- Equiprojectivité, on utilise les points O et M ; 

tq : ὠὕᴆὕὓᴆ= ὠ(ὓ)ᴆὕὓᴆ 
1
0
2

.
ὼ
ώ
ᾀ

=
1 + 3ώ ὸᾀ

2ὸᾀ 3ὼ
2 + ὸὼ ὸ2ώ

ὼ
ώ
ᾀ

 

ὸ2 2ὸ= 0 ὸ= 0 έό ὸ= 2. 

Le champ ὠ(ὓ)ᴆ est équiprojectif pour ὸ= 0 έό ὸ= 2 ; ὠ(ὓ)ᴆ est un torseur pour ces 

valeurs de t. 

3- Pour ὸ= 0, on a Ὑᴆ(t = 0) =
0
0
3

 ; 

Pour ὸ= 2, on a Ὑᴆ(t = 2) =
4
2
3

 ; 

4- Soit les deux torseurs associés à ὸ= 0 : ᴑ0  et à ὸ= 2 : ᴑ2  ; 

Calculons pour les deux valeurs lôinvariant scalaire : 

Ὅ0 = ὠᴆὕ .Ὑᴆt = 0 = 6 0 

 

Ὅ2 = ὠᴆὕ .Ὑᴆt = 2 = 10 0 

Donc les deux torseurs sont quelconques (ni glisseur ni couple) chacun peut cependant 

etre d®compos® en la somme dôun glisseur et dôun couple : 

),,,( kjiO
CCC

)(Mv
C

yttx2v

tz2x3v

tzy31v

2
z

y

x

-+=

+-=

-+=

)(Mv
C

)(Mv
C
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ᴑ0 = ὠᴆὕ ,Ὑᴆt = 0 = ὠᴆὕ ,0 + 0,Ὑᴆt = 0   

De meme : ᴑ2 = ὠᴆὕ ,Ὑᴆt = 2 = ὠᴆὕ ,0 + 0,Ὑᴆt = 2  

Donc : 
Couples : ὅᴆὓ = ὠᴆὕ =

1
0
2

 ὓᶅ

Glisseurs : Ὃᴆὓ = 0ᴆ+ Ὑᴆt ὕ᷈ὓᴆ

. 

5- Soit ὖ  ɴ¨ lôaxe central du torseur, la positionde P par rapport ¨ O est donn®e par : 

ὕὖᴆ=
Ὑᴆt ὠ᷈(ὓ)ᴆ

Ὑ2 + ‗Ὑᴆ avec ‗ɴ Ὑ 

Pour ‗= 0, ὕὖᴆ0 =
Ὑᴆt ὠ᷈(0)ᴆ

Ὑ2 ,  

Donc pour t = 0, Ὑᴆ(t = 0) =
0
0
3

, V(O)ᴆ=
1
0
2

, on obtient alors : ὕὖᴆ0 =
1

3
Ὦᴆ 

Lôaxe central pour t = 0, passe par ὖ0 et parralèle à Ὑᴆ(t = 0)  parralèle à Ὧᴆ. 

 de la meme faon on obtient lôaxe central pour t = 2 : 

Lôaxe central pour t = 0, passe par ὖ0 =

ở

ờ

4
29

5
29

2
29 Ợ

Ỡ  et parralèle à Ὑᴆt = 2 =
4
2
3

 .  

Exercice 5 

Dans un repère  R )k,j,i,O(
CCC

orthonormé et direct, on considère les torseurs [T1] et [T2] dont 

les éléments de réduction au point O sont respectivement [ ]11 R),O(M
CC

 et [ ]22 R),O(M
CC

 définis 

par 
îí

î
ì
ë

a-a=

a-a-=

jsinicosR

jcosisin)O(M

1

1
CCC

CCC
aa

 et 
îí

î
ì
ë

a+a=

a+a-=

jsinicosR

jcosisin)O(M

2

2
CCC

CCC
aa

 

Où a et a sont des constantes non nulles. 

1- Calculer les invariants scalaires des torseurs  [T1] et [T2] et déduire leur(s) nature(s).  

2- Calculer )'O(M1

C
 pour un point Oǋ de coordonn®es (0, 1, 1). 

3- D®terminer lô®quation de lôaxe central de [T2] et calculer  le moment )P(M 2

C
 en un point P 

de cet axe.  

4- Déterminer les valeurs de a pour lesquelles le torseur [T3] = [T1] + [T2] est un glisseur. 

Corrigé  

1- On a :  Ὅ1 = Ὗᴆ1.Ὑᴆ1 = 0 et Ὅ2 = Ὗᴆ2.Ὑᴆ2 = 0 

Donc [T1] et [T2] sont des glisseurs. 
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2- ὓᴆ1 ὕ
ᴂ = Ὗᴆ1 ὕ + Ὑᴆ1 ὕ᷈ὕᴂᴆ= (ὥ+ 1)

ίὭὲ
ὧέί
0

 

3- lô®quation de lôaxe central de [T2] est donnée par : 
ώ= ὼὸὫ
ᾀ= ὥ

 : Ў᷆ Ὑᴆ2 et passe par ὕὖ0
ᴆ0

0
ὥ

 

4- [T3] est un glisseur pour = Ὧ“ Ὧᶰὤ. 

Exercice 6 

Dans un repère R )k,j,i,O(
CCC

orthonormé direct, on considère les droites D1 et D2 

dô®quations respectives öö
÷

õ
ææ
ç

å

=

=

1z

0x
D1  et  öö

÷

õ
ææ
ç

å

-=

=

1z

0y
D2 .     

On considère les vecteurs glissants jbR1

CC
=   et iR2

CC
a=  de supports  respectifs D1 et  D2, 

avec a et b  des paramètres réels non nuls. 

On définit le champ 21)( RMBRMAMu
CCC
Ø+Ø= . Les points A et B sont les intersections de 

D1 et  D2  avec lôaxe Oz, respectivement. 

1- Calculer les composantes de )M(u
C

 en fonction des coordonnées (x, y, z) de M. 

2- Quel est lôensemble D des points M pour lesquels )M(u
C

est colinéaire à 21 RR
CC

+ . 

3- Préciser la position de D par rapport ¨ lôaxe Oz.  

4- Soit Q le point dôintersection de D avec lôaxe Oz. On d®finit le point S tel que )Q(uQS
C
= . 

Calculer les coordonn®es de S et montrer que, lorsque b varie, Sǋ (projection de S sur le plan 

xOy) décrit un cercle de centre le point de coordonnées (0, - a ).  

Corrigé  

1- On a 21)( RMBRMAMu
CCC
Ø+Ø= =

ὦ(ᾀ+ 1)
ὥ(ᾀ+ 1)
ὦὼ+ ὥώ

 

2- Lôaxe central est parall¯le ¨ : 

Ὑᴆ1 + Ὑᴆ2 et passe par le point ὖ0tq : ὕὖ0
ᴆ=

(Ὑᴆ1+Ὑᴆ2) ό᷈ᴆ(ὕ)

Ὑᴆ1+Ὑᴆ2  

4- Quand b décrit ᴙ, le point Sǋ décrit le cercle de centre ὅ(0, ὥ) et de rayon a. 

ὕὛᴆ=
1

ὦ2+ὥ2

2ὥ2ὦ
2ὥὦ2

ὦ2 ὥ2
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Exercice7 

1- Montrer que le champ des vitesses dôun solide ind®formable est ®quiprojectif. 

2- Montrer que pour deux points A et B du solide ABR
dt

ABd
Ø=
C

 

Corrigé  

1- Soit deux points Aet B du solide indéformableS , par conséquent la distance entre eux est 

constante c'est-à-dire cteAB =
2

 Ý  0

2

=
dt

ABd
 Ý  0=¶AB

dt

ABd
 

0=¶
ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å
+Ý AB

dt

OBd

dt

AOd
  AB

dt

OBd
AB

dt

OAd
¶=¶Ý .  

Les vecteurs vitesses des points A et B sont donnés respectivement par 
dt

OAd
AV =)(
C

 et 

dt

OBd
BV =)(
C

.  

Enfin on obtient,  ABBVABAV ¶=¶ )()(
CC

. 

2-  Puisque le champ des vitesses est équiprojectif, on peut écrire que ABRAVBV Ø+=
CCC

)()(  

or  
dt

ABd

dt

OAd

dt

OBd
AVBV =-=- )()(
CC

. 

Par conséquent, ABR
dt

ABd
Ø=
C

 

Exercice8 

1- Pour quelle condition le moment dôun torseur ][T est constant le long dôune droite ? 

2- Les ®l®ments de r®duction dôun torseur sont 
î
ý

î
ü

û

î
í

î
ì

ë

=

4

6

10

R
C

 et 
î
ý

î
ü

û

î
í

î
ì

ë

-

=

6

3

6

)(OM
C

dans un repère 

orthonormé ],,,0[ kjiR
CCC

. Déterminer le pointI o½ lôaxe central )(D rencontre le plan ),,( ikO
CC

. 

Corrigé  
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1- Le moment dôun torseur ][T est constant le long dôune droite)(D , il faut et il suffit que 

cette droite soit parallèle à la résultanteR
C

 de ][T  (supposée non nulle). Soient deux points 

Aet Bappartenant ¨ lôaxe )(D  : ABRAMBM Ø+=
CCC

)()(  or R
C

est colinéaire àAB . Ainsi 

)()( AMBM
CC

=  ce qui signifie que le moment du torseur ][T est constant le long de )(D . 

2- Lôaxe central { }RIMI
CC
l==D )(/)(  par conséquent 0)(

CCC
=ØRIM . Le moment en I est 

donnée par OIROMIM Ø+=
CCC

)()(  en posant 

î
ý

î
ü

û

î
í

î
ì

ë

=

z

y

x

OI  on obtient 

î
ý

î
ü

û

î
í

î
ì

ë

-+-

-+

-+

=

xy

zx

yz

IM

6106

1043

466

)(
C

.  

Par conséquent, 0)(
CCC
=ØRIM  conduit à la résolution du système algébrique suivant : 

î
í

î
ì

ë

-=+--

=-+-

-=--

61362440

842411660

48406052

zyx

zyx

zyx

   Ý   

î
î
í

îî
ì

ë

+-=

+-=

yz

yx

3

2

76

31

3

5

38

47

 

Puisquôon sôint®resse au point *I dôintersection de )(Davec le plan ),,( ikO
CC

 la coordonnée 

0=y , par conséquent 

ö
ö
ö
ö
ö
ö

÷

õ

æ
æ
æ
æ
æ
æ

ç

å

-

-

=

76

31

0

38

47

*OI . 

Exercice 9 

Dans un repère ),,,O( zyx
CCC

 , on considère les trois glisseurs définis par les trois vecteurs : 

)1,0,1(V
1

-=
C

 dôorigine )0,0,1(=A  

)2,2,1(V
2
=
C

 dôorigine )0,1,0(=B  

) , ,(V
3

nml=
C

 dôorigine )1,0,0(=C  

Soit [T] la somme des trois glisseurs.  

1- Déterminer ) , ,( nml  pour que [T] soit un couple et trouver son moment. 

2- Déterminer la relation que doit lier nml et    ,  pour que [T]  soit un glisseur ? 

3- Dans le cas où )1,0,2() , ,( --=nml , trouver les ®quations de lôaxe central de [T]. Que peut-

on dire de la direction de lôaxe central ? 
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Corrigé  

On peut écrire le torseur[][ ]MRT
CC

,=  avec 321 vvvR
CCCC
++=  et 

321 vOCvOBvOAMO

CCCC
Ø+Ø+Ø=  

On obtient 
ö
ö
ö

÷

õ

æ
æ
æ

ç

å

-

+

-

=

1

1

2

l

m

OM
C

 

1- Pour avoir un couple, il faut et il suffit quôon ait 0
CC
=R or 

ö
ö
ö

÷

õ

æ
æ
æ

ç

å

+

+

+

=

1

2

2

n

m

l

R
C

 

Dôo½ on a un couple pour 2-=l , 2-=m et 1-=n . 

Alors PMM Op "
ö
ö
ö

÷

õ

æ
æ
æ

ç

å

-

-==

1

1

4
CC

. 

2- Pour avoir un glisseur il faut et il suffit que lôon ait : 0=¶ pMR
CC

 et 0
CC
¸R  , avec 

OPRMM Op Ø+=
CCC

. Par conséquent,  

( )OPRMRMR Op Ø+¶=¶
CCCCC

OO MROPRRMR
CCCCCC
¶=Ø¶+¶= )(  

Lôinvariant scalaire de ][T .est Op MRMRI
CCCC
¶=¶=  

Ý=¶ 0OMR
CC

054 =+-- nml  et 0
CC
¸R Ý )1,2,2(),,( ---¸nml . 

2- Soit ),,( zyxP , on veut lôensemble des points P o½ RM p //
C

. 

On écrit ROPRMM Op

CCCC
a=Ø+= . Comme on peut écrire 0

CCC
=ØRM p  

On trouve 
2

1
,1 -=-= xz . Lôaxe central est la parall¯le ¨ y

C
passant par le point )1,,

2

1
( -- y . 

Exercice 10 

Dans un repère orthonormé ),,,O( zyx
CCC

, on considère les torseur ][ 1T  et ][ 2T  dont les éléments 

de réduction en O sont respectivement ùú

ø
éê

è
aa-aa 0),cos(  ),sin( ;0 ),sin( ),cos( aa  et  

ùú

ø
éê

è
aa-aa 0),cos( - ),sin( ;0 ),sin(- ),cos( aa , a et a sont des constantes non nulles données avec 

  Ía ]0, Ⱬ[. 
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1- Préciser la nature des torseurs ][ 1T  et ][ 2T . 

2- 
1
l et 

2
l  étant deux réels, soit ][][][ 2211 TTT ll += . Trouver lôinvariant scalaire I de ][T , 

le produit scalaire (ou le comoment) de ][ 1T  et ][ 2T . Trouver une relation entre I et ce  

comoment. 

 

Corrigé  

Les deux torseurs sont donnés par 

],[][ 111 MRT
CC

=   et ],[][ 222 MRT
CC

=  avec [,0] paÍ  et aune constante non nulle. Les 

résultantes sont données par )0),sin(),(cos(1 aa=R
C

 et )0),cos(),sin((2 aa aaR -=
C

. Les 

moments sont donnés par )0),cos(),sin((1 aa aaM -=
C

 et )0),cos(),sin((2 aa aaM --=
C

. 

1- On examine les invariants scalaires1I et 2I de ][ 1T et ][ 2T  ( 222111 , MRIMRI
CCCC
¶=¶= ). 

On trouve 01 =I et 02 =I or 1R
C

et 2R
C

ne peuvent être nuls, donc on a ][ 1T et ][ 2T sont des 

glisseurs. 

2- T réduit en O est défini par 

][][][ 2211 TTT ll += =
ù
ù

ú

ø

é
é

ê

è
--

+-+

0

)cos()(

0

)sin()(

)sin()()cos()(

2121

2121

allall
allall

a

a

 

 Lôinvariant scalaire )cos()sin(4 21 aallaMRI -=¶=
CC

, donc en général ][T nôest pas un 

glisseur puisque 0̧I  (sauf pour 
2

p
a= ). 

Le comoment des deux torseurs est défini par : 

 )cos()sin(4][][ 122121 aaaRMRMTT -=Ö+Ö=¶
CCCC

21ll

I
= . 

Exercice 11 

Soit [
1

T  ] et [
2

T ] deux torseurs dont les éléments de réduction en un point A sont 
1

R
C

, )(M1 A
C

 

et 
2

R
C

, )(M2 A
C

. 

1- Montrer que le champ 2121 RMMRM
CCCCC
Ø+Ø=  est un champ de moments. 

2- Montrer que le champ M
C

 précédent et la résultante 
21

RR
CC
Ø définissent un torseur. On 

désigne ce torseur par [
1

T  ]Ø [
2

T ]. 
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Corrigé  

1- LôAS ferait intervenir la résultante générale ; on choisit plut¹t de prouver lôEP o½ la 

r®sultante nôintervient pas. 

A prouver BA," on a ( ) 0)()( =¶- ABAMBM
CC

. 

222221 ))()(())()(()()( RAMBMAMBMRAMBM
CCCCCCCC
Ø-+-Ø=-  

Or ABRAMBM Ø+= 111 )()(
CCC

 et ABRAMBM Ø+= 222 )()(
CCC

 

Ainsi, 

2121 )()()()( RABRABRRAMBM
CCCCCC
ØØ+ØØ=-  

En utilisant la propriété du double produit vectoriel suivante : 

 )()()( vuwwuvwvu
CCCCCCCC
ÖÖ-ÖÖ=ØØ , on trouve 

)()()()( 2112 ABRRABRRAMBM ÖÖ-ÖÖ=-
CCCCCC

ABRR ØØ= )( 21

CC
 

En posant 21 RRR
CCC
Ø= , on trouve ABRAMBM Ø+=

CCC
)()(   

Ainsi le champ 2121 RMMRM
CCCCC
Ø+Ø= est un champ de moments. 

2- Dôapr¯s lô®quation (1) on peut conclure que le champ ®quiprojectif M
C

et la résultante 

21 RRR
CCC
Ø= définissent un torseur ],[][ MRT

CC
= . 
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Exercices complémentaires 

Exercice 12 

Dans un repère R )k,j,i,O(
CCC

orthonormé direct, on considère le champ de vecteurs défini par 

k)yx(jziz)M(u
CCCC

-++-=  où x, y et z sont les coordonnées de M dans le repère R. 

1- Montrer que ce champ est antisymétrique. 

2- Déterminer ses éléments de réduction au point O. 

3- Déterminer la nature du torseur correspondant et son axe central. 

Exercice 13 

On considère deux torseurs dont les éléments de réduction en un point M quelconque sont 

respectivement [ ]11 R,)M(v
CC

 et [ ]22 R,)M(v
CC

. On définit le champ de vecteurs )M(v
C

par 

                                          )M(vR)M(vR)M(v 1221

CCCCC
Ø-Ø=  

1- Montrer que le champ )M(v
C

est équiprojectif. 

2- Déterminer la résultante associée à ce champ. 

Exercice 14 

Considérons le repère fixe Ro(Oxoyozo) et un deuxième repère R(Gxyz) lié à un solide (S). 

D®signons par E lôespace vectoriel associ® ¨ lôespace affine z lié à (S). On considère 

lôapplication L  d®finie de l'espace vectoriel E vers lui-même qui, à Í E, fait correspondre 

L . 

1- a. Vérifier que L est une application linéaire antisymétrique. 

    b. Donner la forme de sa matrice dans la base ( ) du repère R. 

2- En d®duire quôil existe un vecteur  tel que: L . 

Exercice 15 

On considère un cube ABCDA¡B¡C¡D¡ dôar°te a. On a les relations suivantes : 

u
C

0Rdt

ud
)u(

C
C
=

k,j,i
CCC

krjqip
CCCC

++=W u)u(
CCC
ØW=
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( )

( )

( ) CBDA plan  le  dans  contenue 

CC à colinéaire 

=

Dv

Cv

ABAv

C

C

C

 

Un repère Axyz est lié au cube de sorte que Ax soit 

colinéaire et de même sens que AB , Ay colinéaire et 

de même sens que AD , Az colinéaire et de même 

sens que AA ¡. On admet que le champ de vecteurs 

)M(v
C

ob®it ¨ la relation de transfert dôun torseur.  

1- Déterminer les composantes de la résultante R
C

 

du torseur dans le repère Axyz. 

2- Calculer ( )Dv ¡
C

 par ses composantes dans le repère Axyz. 

3- D®terminer lô®quation param®trique de lôaxe central du torseur. 

4- Quelle est la nature de ce torseur ? 

Exercice 16 

1- Calculer le moment dôun glisseur sur son axe central. 

2- Montrer que si le moment dôun torseur est nul en un point de lôespace,  alors ce torseur est 

un glisseur et le point en question est un point de lôaxe central. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A

D

CB

D'

C'
B'

A'

V(A)

V(C')

V(D')

z

y

x
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2 

Chapitre 

Cinématique du Solide 
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Objectifs : 

 Comprendre le mouvement du solide étudié (points fixes, axes de rotation é) ; 

 Différencier entre vitesse linéaire et vitesse angulaire ; 

 Diff®rencier entre r®ferentiesl absolu, relatif et dõ®tude ; 

 Illustrer la distinction entre vitesse absolue, relative et dõentrainement (relation de 

transfert) ; 

 Comprendre la notion de centre instantané de rotation ; 

 Savoir déterminer la condition de roulement sans glissement ; 

 Savoir déterminer la base et la roulante . 

 

 

 

 

 

 

 

René Descartes : (1596-1650) 

              René Descartes a écrit les principes de la philosophie en 
1644, dont lõobjectif est de « donner des fondements rigoureux à la 

philosophie». La physique cartésienne est fondée sur 
lõidentification de la matière avec la quantité géométrique : la 

pesanteur et le mouvement sont ramenés à une explication 

mécaniste. Sa description du monde est essentiellement 

cinématique, le mouvement se transmettant de proche en 

proche par contact. Dans les Principes de la Philosophie, 

Descartes distingue la cause première de tous les mouvements 

(Dieu, auteur de la nature), des causes secondes appelées les lois 
De la nature, qui régissent le mouvement des parties de la 

matière. 
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Exercice 1  

On considère  un cube de côtés O1A = O1B = O1C =1, en mouvement par rapport à un repère 

orthonormé direct fixe, R(O, x, y, z). A tout instant, les projections des vecteurs vitesses des 

points A, B et C sont telles que :  

 w=Ö 2BO)R/A(v 1

C
 et w=Ö CO)R/A(v 1

C
 

 w=Ö AO)R/B(v 1

C
 et 0CO)R/B(v 1 =Ö
C

 

 w=Ö AO)R/C(v 1

C
 et w=Ö BO)R/C(v 1

C
 

Soit )k,j,i,O(R 11111

CCC
 un repère lié au cube dans son mouvement 

par rapport à R avec AOi 11=
C

, BOj 11=
C

 et COk 11=
C

 (voir figure 

1). 

1- Déterminer dans R, les vecteurs vitesses des points A, B et C. En déduire le vecteur 

)R/S(W
C

 qui caractérise la rotation instantanée du cube par rapport à R. 

2- Déterminer le vecteur rotation instantané )R/S(W
C

 du cube par rapport à R. En déduire les 

vecteurs vitesses des points A, B et C. 

3- Déterminer la vitesse du point O1 par rapport à R, )R/O(v 1

C
. 

4- D®terminer lôinvariant scalaire I du torseur cin®matique. 

5- Calculer la vitesse )R/M(v
C

 dôun point M quelconque du cube. En d®duire lôaxe instantan® 

de rotation. 

Indication: Tous les résultats doivent être exprimés  dans la base de R1. 

Corrigé 

1- Dôapr¯s les données, on peut écrire les vitesses sous la forme suivantes : 

ὺᴆὃὙϳ = ɭA iᴆ1 + 2ʖjᴆ1 + ʖkᴆ1 

ὺᴆὄὙϳ = ʖiᴆ1 + ɭBjᴆ1 + 0kᴆ1 ᵼɱᴆ(S Rϳ )
r1 = 0

r2 = ʖ
r3 = ʖ

 

ὺᴆὅὙϳ = ʖ(iᴆ1 + jᴆ1) + ɭCkᴆ1 

Donc : ɱᴆS Rϳ = ʖ( jᴆ1 + kᴆ1) 

3- ὺᴆὕὙϳ = ὺᴆὄὙϳ + ɱᴆS Rϳ B᷈O1
ᴆ= 2ʖiᴆ1 + ʖjᴆ

1
 

4- Lôinvariant scalaire Ὅ= ὺᴆὄὙϳ .ɱᴆS Rϳ = cte 0. 

O1

B

A

C

Figure 1



Exercices et examens résolus: Mécaniques des Systèmes de Solides Indéformables 
 

M. BOURICH  21 
 

5-  Lôaxe instantan® de rotation est lôaxe dô®quation ᾀ= ώ 2  dans un plan ᷆ à yOz 

coupant lôaxe Ox en x=1/2. 

 

Exercice 2 

Un cerceau (C) de centre A et de rayon a, dont le plan est perpendiculaire à x0Oy0, roule sans 

glisser sur le plan horizontal (P). Lôaxe du cerceau reste parall¯le ¨ lôaxe (OIG) et le point de 

contact IG décrit un cercle de rayon R avec une vitesse angulaire w constante (figure 2). 

Lôangle variable q caractérise la rotation propre du cerceau autour de son axe. On désigne par 

( )0000 z,y,x,OR  le repère fixe, ( )01 k,v,u,OR
CCC

 un repère 

intermédiaire et par  ( )z,y,x,OR  le repère lié à (P). On 

suppose que le plan (P) est fixe dans R0. Soient I1, I2 et IG les 

points de contact entre le cerceau et le plan (P) tels 

que I1Í(C), I2 Í (P) et IG point géométrique.   

1- Calculer la  vitesse ( )0R/Av
C

 et l'accélération ( )0R/Ag
C

 

du point A dans 0R . 

2- Quel est le vecteur instantané de rotation )R/C( 0W
C

. 

3- Donner les éléments de réduction du torseur cinématique en A. En déduire sa nature.  

4- Calculer la vitesse ( )01 R/Iv
C

. En déduire la condition du roulement sans glissement. 

5- Calculer les vitesses ( )02 R/Iv
C

 et ( )0G R/Iv
C

 ainsi que les accélérations( )01 R/Ig
C

, 

( )02 R/Ig
C

 et ( )0G R/Ig
C

.  Conclure. 

6- Calculer la vitesse ( )0R/Mv
C

 et l'accélération ( )0R/Mg
C

du point M situé sur la périphérique 

du cerceau lors de son passage par le point le plus haut de (C). 

7- Soit B un point appartenant ¨ lôaxe du cerceau et situ® ¨ une distance b de A. Sachant que B 

est lié à (C), calculer ( )0R/Bv
C

. Pour quelle condition cette vitesse devient nulle.  

8- En déduire lôaxe central du torseur cin®matique.   

9- On suppose maintenant que le plan (P) tourne autour de la verticale avec une vitesse 

angulaire constante w0. 

a- Calculer la  vitesse  ( )0R/Av
C

 et l'accélération ( )0R/Ag
C

  en utilisant le théorème de 

composition des mouvements. 

b- Déterminer le nouveau vecteur instantané de rotation )R/C( 0W
C

. 

Indication: Tous les résultats doivent être exprimés  dans la base ( )0k,v,u
CCC

 

xo

IG

yo

zo

O

wt A

q

Figure 2

H

u

v
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Corrigé 

1-on a                                  ὺᴆ(ὃὙ) =  ὺᴆ(Ὄ Ὑ) + ɱᴆR1 R0ϳ H᷈Aᴆϳϳ = Ὑὺᴆ 

ᴆ(ὃὙ) =  ϳ 2Ὑόᴆ 

2- ɱᴆC R0ϳ = ʃuᴆ+ ʖkᴆ0 

3- Ὅ= 0 et ɱᴆC R0ϳ 0ᴆᵼun glisseur. 

4- ὺᴆὍ1 Ὑϳ = Ὑ ὥ—ὺᴆ  

donc la C.R.S.GᵼὺᴆὍ1 Ὑϳ = 0ᴆᵼ=Ὑ ὥ— 

5- ὺᴆὍ2 R0ϳ = 0ᴆ et ὺᴆὍὋ R0ϳ = Ὑὺᴆ 

ᴆ(Ὅ1 R0) =  ϳ +2Ὑόᴆ
2Ὑ2

ὥ
kᴆ0 

ᴆ(Ὅ2 R0) =  ϳ 0ᴆ 

ᴆ(ὍὋ R0) =  ϳ 2Ὑόᴆ 

c/c : 

 Les points ont des vitesses instantanées identiques mais leurs accélérations sont 

différents. 

 Généralement les trois points confondus à t donné ont des accélérations différentes. 

6- ὺᴆὓ R0ϳ = 2Ὑὺᴆ 

ᴆ(ὓ R0) =  ϳ 32Ὑόᴆ Ὑ— kᴆ0 

7- ὺᴆὄ R0ϳ = (Ὑ ὦ)=ὺᴆ : cette condition devient nulle si Ὑ ὦ. 

8- Lôaxe central passe par les points H et I1 à t donné. 

9- On prendra R lié au plan comme repère relatif : 

a) ὺᴆ(ὃ R0) =  ὺᴆ(ὃὙ) + ɱᴆR R0ϳϳϳ ὕ᷈ὃᴆ= (+ Ὑὺᴆ(0 

ᴆ(ὃ R0) =  ᴆ(ὃὙ) +  ϳϳ ᴆὩὃ + ᴆὧὃ 

ᴆ(ὃὙ) =  ϳ 2Ὑόᴆ 

ᴆὩὃ = 2Ὑόᴆ 

ᴆὧὃ = 20Ὑόᴆ 

b) et ɱᴆC R0ϳ =  ɱᴆC Rϳ + ɱᴆR R0)ϳ = ( + 0 kᴆ0 ʃόᴆ 
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Exercice 3 

Un cerceau (C1) de rayon a, dont le plan est vertical, roule sans glisser sur le plan 

horizontal (ˊ). Le point de contact du cerceau avec le plan (ˊ) d®crit un cercle de rayon R avec 

une vitesse angulaire uniforme ( ). On désigne par R0(O, x0, y0, z0) le rep¯re li® ¨ (ˊ) et 

par R1(O1, x1,y1, z0) le rep¯re en rotation autour de lôaxe Oz0 (figure. 4a). Le cerceau (C1),  

dont le centre A1 est lié à R1, est en rotation autour de lôaxe O1x1. 

Soit I1 (I1 Í (C1)) le point de contact du cerceau avec le plan (ˊ) et IG1 le point de contact 

géométrique. 

1- Déterminer les vecteurs rotations instantanées  et . 

2- Calculer  et . En déduire la condition de roulement sans glissement. 

3- Calculer les accélérations  et .  

Au cerceau (C1) on attache un deuxième cerceau (C2) par une barre rigide A 1A2 (A 1A2 

= L). Le système formé par (C1), (C2) et A 1A2 forme un solide indéformable en rotation 

uniforme ( ) autour de lôaxe Oz0 (figure. 4b). Le cerceau (C1) est en rotation autour de 

lôaxe O1x1 de R1 avec la vitesse angulaire  et roule sans glisser sur (ˊ). 

4- Soit I2 (I2 Í(C2)) le point de contact du cerceau (C2) avec le plan (ˊ) et IG2 est le point de 

contact géométrique. 

a) Calculer les vitesses  et . 

b) En déduire la vitesse de glissement de (C2) sur (ˊ). 

c) Calculer les accélérations  et . 

 

 

 

 

 

 

 

 

Cte=q#

( )11 R/CW ( )01 R/CW

( )01G R/Iv
C

( )01 R/Iv
C

( )01G R/Ig
C

( )01 R/Ig
C

Cte=q#

( )11 R/CW

( )02 R/Iv
C

( )02G R/Iv
C

( )02 R/Ig
C

( )02G R/Ig
C

 

 

 
 

 
j 1 

i 1 

(C 1 ) 

k 0 

j 0 

i 0 

O 

q 

I 1 
p 

O 1 

A 1 

j 
k 2 j 2 

j 

Figure 4a 

 

 
j 1 

i 1 

(C 2 ) 

k 0 

j 0 

i 0 

O 
A 2 

q 

I 2 
p 

O 1 
A 1 

I 1 

(C 1 ) 

j 
k 2 

Figure 4b 
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Corrigé 

1- ɱᴆC1 R1ϳ = ʒiᴆ 1 et ɱᴆC1 R0ϳ = ʒiᴆ 1 + ʃkᴆ0 

2- vᴆIC1 R0ϳ = Rʃjᴆ 1 et vᴆI1 R0ϳ = (Rʃ+ aʒ) jᴆ 1 

Donc la condition de roulement sans glissement est donnée par : Rʃ= aʒ 

3- ɾᴆIC1 R0ϳ = Rʃ2iᴆ 1 et ɾᴆI1 R0ϳ = Rʃ2iᴆ 1 +
R2ʃ2

a
kᴆ0 

4- a) vᴆIC2 R0ϳ = (R+ L)ʃjᴆ 1 et vᴆI2 R0ϳ = ((R+ L)ʃ+ aʒ) jᴆ 1 

b) vᴆg C2 ʌϳ = = ((R+ L)ʃ+ aʒ) jᴆ 1 

or la CRSG de C1 donne : Rʃ+ aʒ= 0 

donc : vᴆg C2 ʌϳ = Lʃjᴆ 1 

c) ɾᴆIC2 R0ϳ = (R+ L)ʃ2iᴆ 1 et ɾᴆI2 R0ϳ = Lʃ2iᴆ 1 

Exercice 4  

Soit ),,,( 0000 kjiOR
CCC

 un repère fixe et S un système matériel constitué de deux solides (1S ) 

et ( 2S ) (Fig.2). ( 1S ) est une barre homogène OA tournant dans le plan horizontal ),,( 00 jiO
CC

 à 

la vitesse angulaire wautour de lôaxe ),( 0kO
C

. ( 2S ) est un disque homogène, de rayon R et de 

centre C. ( 2S ) est assujetti à rester dans le plan vertical ),,( 01 kiO
CC

 et à rouler sans glisser sur (

1S ). On a  

10 ixkRCO
CCC

+= . ),,,( 0111 kjiOR
CCC

 et ),,,( 2122 kjiCR
CCC

 sont deux repères respectivement liés à (

1S ) et ( 2S ). La position du système dans 0R  est repérée par les angles : ),( 10 ii
CC

=y  et 

),( 21 ii
CC

=q . 

1) Donner les vitesses de rotation )/( 01 RSW
C

 et )/( 12 RSW
C

. En déduire )/( 02 RSW
C

. 

2) Calculer les vitesses )/( 011 RSIV Í
C

 ; )/( 022 RSIV Í
C

 et )/( 0RIV
C

. 1I  et 2I étant les 

points de contact de (1S ) et ( 2S ) respectivement et I  le point géométrique de contact. 

Comparer les trois vitesses.  

3) Calculer les accélérations )/( 011 RSI Íg
C

 ; )/( 022 RSI Íg
C

 et )/( 0RIg
C

. 

4) Exprimer la condition de roulement sans glissement de (2S ) sur ( 1S ).  

5) Peut-on dire que le mouvement de (2S ) est plan dans le repère 0R . 
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Corrigé 

1- ɱᴆS1 R0ϳ = ʕkᴆ0 et ɱᴆS2 R1ϳ = ʃjᴆ1 

ɱᴆS2 R0ϳ = ɱᴆS2 R1ϳ + ɱᴆR1 R0ϳ = ʃjᴆ1 + ʕkᴆ0 

2- ὺᴆὍ1 ᶰὛ1 Ὑ0ϳ = ὼʕjᴆ1 et ὺᴆὍ2 ᶰὛ2 Ὑ0ϳ = ὼ Ὑ—Ὥᴆ1 + ὼʕjᴆ1     

3- ᴆὍ1 ᶰὛ1 Ὑ0ϳ = ὼʕjᴆ1 ὼʕ2iᴆ1 

ᴆὍ2 ᶰὛ2 Ὑ0ϳ = ὼ ὼʕ2 iᴆ1 + (2ὼʕ Rʕ—) jᴆ1 

ᴆὍὙ0ϳ = ὼ ὼʕ2 iᴆ1 + 2ὼʕjᴆ1 

4- C.R.S.G est donnée par : ὼ= Ὑ— 

5- Mouvement plan dans la base Ὑ1 et Ὑ2. 

 

 

 

 

 

. 
O 

C 

0k
C

 

0i
C

 

0j
C

 

1i
C

 
1i
C

 

2i
C

 

1j
C

 

0k
C

 

2k
C
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I1 

I2 y 

q 

q 

Fig. 2 



Exercices et examens résolus: Mécaniques des Systèmes de Solides Indéformables 
 

M. BOURICH  26 
 

Exercices complémentaires 

Exercice 5 

On consid¯re une tige (T), de centre G, dôextr®mit®s A et B et de longueur 2a, en 

mouvement dans le plan x0Oy0. La tige est en mouvement de rotation, caract®ris® par lôangle 

q, dans le repère relatif  )k,j,i,G(R 000G

CCC
. Ce dernier est en translation rectiligne uniforme par 

rapport à un repère fixe )k,j,i,O(R 000O

CCC
. On donne 000 iv)R/G(v

CC
=  où v0 est une constante 

positive. On définit )k,j,i,G(R 0

CCC
 comme étant un repère lié à (T) aveci

G
porté par AB (Fig. 3) 

et q=)i,i( 0

CC
.  

1- a) Calculer et représenter les vitesses relatives des points A et B. 

    b) Représenter le champ des vitesses relatives de la 

tige et préciser sa nature. 

2- a) D®terminer la vitesse dôentra´nement dôun point 

quelconque de (T). 

    b) Représenter le champ des vitesses 

dôentra´nement de (T) et pr®ciser la nature du torseur 

        associé. 

3- En déduire la vitesse absolue du point A.  

4- Calculer la vitesse absolue du point B en utilisant la 

relation de transfert.  

5- Déterminer géométriquement la position du centre instantané de rotation de (T) dans son 

mouvement par rapport à R0. 

Exercice 6 

On considère deux disques D1 et D2, de rayons R1 et R2, en mouvement dans le plan vertical 

fixe xOy dôun rep¯re R(O, x, y, z). Les deux disques  sont superpos®s de telle sorte que leurs 

centres O1 et O2 restent sur la même verticale durant leurs mouvements (figure 1). On admet 

que les centres O1 et O2 ont la même vitesse [ ]. Le contact entre 

D1 et D2 est ponctuel en H1 (H1Í D1) et H2  (H2 Í D2). Le disque D2 roule sans glisser sur D1 

et D1 roule sans glisser sur lôaxe horizontal Ox avec la vitesse angulaire . On 

définit I1 comme étant le point de contact instantané de D1 avec Ox (I1 Í D1). 

1- Établir la condition de roulement sans glissement de D1 sur Oxl en fonction de w, R1 et v0. 

2- Sachant que le vecteur vitesse de rotation angulaire (j ®tant lôangle qui 

caractérise la rotation de D2 par rapport à R), déterminer, en utilisant la condition de 

roulement sans glissement de D2 sur D1, lôexpression de en fonction de w, R1 et R2. 

( ) ( ) ivR/OvR/Ov 021

CCC
==

( ) kR/D1

CC
wW =

( ) k/D2

C
#

C
j=W R

j#

y0

A

B

G x0

ijo

io

j q

v(G/Ro)

Figure 3
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3- Déterminer géométriquement la position du centre instantané de rotation du disque D2. 

4-Représenter géométriquement les vecteurs vitesses :

;  

les points M1, M2, N1 et N2 étant indiqués sur la figure 1. 

5- Indiquer la base et la roulante pour chacun des deux disques D1 et D2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Exercice 7 

On considère un système (S) formé de deux tiges homogènes OA et AB, identiques et de 

faibles sections. Chacune des deux tiges a une masse m et une longueur ǎ. Les deux tiges, 

articul®es en A,  sont en mouvement dans le plan xOy dôun rep¯re R(O, x, y, z). Le point O 

est une articulation fixe dans le repère R (O, ). Les positions des tiges dans le plan xOy 

sont repérées par les angles a et b (figure 2). On désignera par R G(G2, ) un repère 

barycentrique dôorigine G2 (centre de masse de la barre AB), par R 1(O, ) un repère 

lié à la barre OA et par R 2(G2, ) un repère lié à la barre AB.  

Tous les résultats doivent être exprimés dans la base ( ).  

On suppose que a = wt et b = 2a (w étant une constante). 

1- Calculer : 

a) Les vitesses  et . 

b) Les accélérations  et . 

2- Montrer que : 

( )( )( ) ( )RRRR /Nvet,/Mv,/Nv,/Mv 2211

CCCC

k,j,i
CCC

k,j,i
CCC

k,v,u 11

CCC

k,v,u 22

CCC

k,v,u 11

CCC

( )R/Av
C ( )R/Gv 2

C

( )R/Ag
C ( )R/G2g

C

 

 

O 

y 

x 

O 1 

O 2 

H 1 

(D 2 ) 

(D 1 ) 
H 2 

I 1 

N 1 
M 1 

M 2 N 2 

V 0 

V 0 

Figure 1  
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 et . 

3- Déterminer les torseurs cinématiques de (OA) et (AB). Préciser leurs natures. 

4- Déterminer les positions des centres instantanés de rotation des tiges (OA) et (AB). 

5- Déterminer la base et la roulante pour la tige (AB).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Exercice 8 

Une échelle double est formée de  deux barres AB et AC, identiques et articulées en A. 

L'échelle repose sur l'axe Ox0 avec une ouverture  comme indiqué sur la figure 3. 

On désigne par R0 (O, x0, y0, z0) le repère absolu. Le système est en mouvement dans le plan 

vertical x0Oy0. Les point B et C glissent sur l'axe Ox0 avec les vitesses respectives  

et . Soit R1(O1,x1,y1,z1) un repère dont l'axe O1y1 est la médiatrice de l'échelle. La 

base  est associée aux deux repères R0 et R1.  

On pose AB = AC = L 

1- Trouver, en fonction de , les vecteurs  et  caractérisant les 

rotations instantanées des barres AB et AC par rapport à R0,  respectivement. 

2- On donne  

a) En utilisant la relation du torseur cinématique pour chacune des deux barres, trouver 

la relation liant . 

b) Déterminer la vitesse  en fonction de . 

( ) ( )kcos1
2

3
/GvOG 2

22

C
?

C
a+w=R ( ) ksin

2

3
/GOG 22

22

C
?

C
aw-=g R

a=
Ø

2CAB

( )oR/Bv

( )oR/Cv

( )000 k,j,i
CCC

a# ( )oR/ABW ( )oR/ACW

( ) ( ) 0ooo ivR/CvR/Bv
C

=-=

ovetL,,aa#

( )oR/Av Let,aa#

 

 

x 

O 
y j 

i u 1 

v 1 

a 

A 
G 2 
b=2a 

i 

j 

B u 2 

v 2 

Figure 2  
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c) Déterminer géométriquement les positions des centres instantanés de rotation des 

barres AB et AC. 

d) Déterminer (sans calcul) la base et la roulante pour chacune des deux barres.  

 

 

 

3- On fixe le point C sur l'axe Ox de sorte que  et . Trouver 

dans ce cas: 

a) La vitesse du point A dans R0 en fonction de .  

b) La relation liant . 

c) Les centres instantanés de rotation des barres AB et AC. 

d) La vitesse du point O1 dans R0. 

Exercice 9 

Un cerceau (C) de centre A et de rayon a, dont le plan est vertical, roule sans glisser sur un 

plan horizontal (P). Lôaxe du cerceau reste parall¯le ¨ lôaxe (O IG) et le point de contact décrit 

un cercle de rayon R avec une vitesse angulaire w constante (figure ??). Lôangle variable q  

caractérise la rotation du cerceau autour de son axe. On désigne par ( )0000 zyxOR ,,,  le 

repère fixe et par  ( )zyxOR ,,,  le repère lié à (P). On suppose que le plan (P) est fixe dans 

R0. Soient I1, I2 et IG les points de contact entre le cerceau et le plan (P) tels que : I1Í(C), 

I2Í(P) et IG  est le point géométrique.   

1- Calculer la  vitesse  ( )0RAv /
C

 et l'accélération ( )0RA /g
C

 du point A dans 0R . 

 

A 

C B O 
O 1 

x 1 

y 1 

x o 

y o 

2a 

z o z 1 

Figure 3 

( ) ivR/Bv oo

C
= ( ) 0R/Cv o

C
=

Let,aa#

ovetL,,aa#
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2- Quel est le vecteur instantané de rotation W
C

 du cerceau dans0R . 

3- Donner les éléments de réduction du torseur cin®matique en A. En d®duire quôil sôagit dôun 

glisseur. 

4- Calculer la vitesse ( )01 RIv /
C

 et en déduire la condition du roulement sans glissement. 

5- Calculer ( )02 RIv /
C

 et ( )0G RIv /
C

  et les accélérations ( )01 RI /g
C

, ( )02 RI /g
C

  et ( )0G RI /g
C

.  Conclure. 

6- Calculer la vitesse ( )0RMv /
C

 et l'accélération ( )0RM /g
C

de son point le plus haut. 

7- Soit B un point appartenant ¨ lôaxe du cerceau et situ® à une distance b de A. Sachant que B 

est lié à (C), calculer ( )0RBv /
C

. Pour quelle condition cette vitesse devient nulle ?  

8- En d®duire lôaxe central du torseur cin®matique.   

 

 

 

 

 

 

Exercice 10 

Un solide (S) est constitu® dôune barre (AB), de milieu G et de longueur 2a. Le solide (S) est 

en mouvement par rapport au repère orthonormé direct R0 (O, x0y0z0). Le repère R0 est fixe et 

lôaxe Oz0 est vertical ascendant. Lôextr®mit® B de (S) glisse sur le plan mat®riel x0Oy0 alors 

que lôextr®mit® A reste fixe sur lôaxe mat®riel Oz0. On donne OA = a 3 . Un anneau (M), 

assimilé à un point matériel, se déplace sur la barre (AB). Il est repéré par le vecteur position 

k)t(AM
C

l-= . On désigne par R1 ( )k,v,u,O( 0

CCC
et R2 )k,w,u,O(

CCC
 les repères intermédiaire et lié 

au solide, respectivement.  

1-  a) Déterminer la vitesse de rotation )R/S( oW
C

du solide par rapport à R0. 

b) Déterminer la vitesse )R/G(v o

C
du point G par rapport à R0, en utilisant : 

- la relation de transfert du torseur cinématique, 

- le théorème de composition des mouvements. 

      c)  Déterminer la vitesse )R/B(v o

C
du point B par rapport à R0. 

 

 

x 

z 

O y 

wt  

q 
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2- a) Calculer la vitesse )R/M(v 2

C
du point M dans le repère R2. En d®duire lôacc®l®ration 

)R/M( 2



g de ce point dans le même repère. 

b) Calculer la vitesse et lôacc®l®ration dôentra´nement du point M (R2 repère relatif) ainsi 

que son accélération de Coriolis. 

c) En déduire la vitesse absolue )R/M(v o

C
du point M et son accélération absolue 

)R/M( 0



g . 

3- On suppose maintenant que lôextr®mit®  B 

peut quitter le plan matériel x0Oy0. 

a) Donner lôexpression du vecteur vitesse 

rotation, )R/S( oW
C

, de (S) par rapport à 

R0. 

b) D®terminer lôexpression du vecteur 

)R/M(v o

C
. 

 

Exercice 11 

 Un disque (D) de centre G et de rayon R tourne dans 

un plan horizontal autour de son axe (Ozo) avec une 

vitesse angulaire constante w. Il entraîne dans son 

mouvement un cerceau (C), de centre C et de rayon r, 

situé dans un plan vertical. Le cerceau est appuyé en J 

sur le disque (D) et en I sur le plan horizontal (P).  

 

On définit les repères suivants : 

)k,j,i,O(R oooo

CCC
repère fixe, )k,j,i,O(R

CCC
 repère lié à 

(P), )k,j,i,G(R o111

CCC
 repère lié à (D), 

)u,j,i,C(R 222

CCC
 repère lié à (C) et )k,v,u,C(R o3

CCC
 un repère intermédiaire. 

Les anglesq, j et y sont tels que: )u,i(
CC

  =q , )i,v( 2

CC
  =j  et t)i,i( 1o w==y     

CC
. 

On considère d'abord que le plan (P) est fixe dans dans Ro (w0 = 0). 

1- Donner les expressions des vecteurs rotations )R/(Rɋ)R/D( o3o

CC
  et  W . 

I

J

xo

yo

zo

x

x

G

C

io

joko

x

u

i

q
wot

(C)

(D)

O

xo

xo

x1

yo

zo

y1

j

j

q

A

G

B

M
W

k

io

u
jo

v
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2- Calculer les expressions des vecteurs vitesse suivants : 

)R/C(v 3

C
, )R/C(v o

C
, )R/)C(I(v 3Í
C

, )R/)C(I(v oÍ
C

, )R/)D(J(v oÍ
C

 et )R/)C(J(v 0Í
C

. 

3- En déduire les vitesses de glissement de (C) par rapport à (P) et par rapport à (D). 

4- Donner les conditions de roulement sans glissement aux points de contact. 

5- On suppose maintenant que le plan (P) est en rotation autour de Ozo avec une vitesse 

angulaire constante w0 = constante ̧  0. 

a) Calculer ))P/()C(I(v Í
C

 et  ))D/()C(J(v Í
C

. 

b) En déduire les nouvelles conditions de roulement sans glissement. Comparer les résultats 

obtenus avec ceux de la question 4). 

Exercice 12 

Un cône de demi-angle au sommet a est en contact, suivant lôune de ses g®n®ratrices 

[confondue avec )i,O( 1

C
],  avec le plan xOy dôun rep¯re fixe R)k,j,i,O(

CCC
. Le cône, dont le 

sommet est fix® en O, effectue une rotation dôangle j autour de Oz et une rotation propre 

dôangle q autour de son axe Ox2  de vecteur unitaire 2i
C

(voir figure 2). On pose OC = a. 

1- Calculer la vitesse de rotation W
C

(cône/R).  

2- Soit M (0, 0, z) un point assujetti ¨ rester sur lôaxe Oz. D®terminer la condition ¨ satisfaire 

pour que M soit lié au cône. 

3- Calculer la vitesse dôun point I de contact (I Ícône) en fonction de la distance OI.  

4- Déterminer la condition de roulement sans glissement du c¹ne et lôaxe instantan® de 

rotation (dans le cas de non glissement).  

5- Calculer la vitesse du point C situé au milieu de la base du cône.  

6- Soit IG un point géométrique coïncidant avec le point de la base du cône qui est en contact 

avec le plan xOy.  Comparer les vitesses )I(v G

C
 et )côneI(v Í
C

. 

7- On suppose que le cône fait un angle variable avec le plan xOy. On pose )i,i( 21

CC
=Y , où 

1i
C

est la projection de 2i
C

sur le plan xOy. CalculerW
C

(cône/R) et la vitesse de C.   
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Chapitre 

Géométrie des Masses 
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Objectifs : 

 Déterminer la matrice dõinertie principale ; 

 Savoir d®terminer le rep¯re et lõaxe principal dõinertie  ; 

 D®terminer et diff®rencier entre centre de masse et centre dõinertie ; 

 Appliquer la notion de moment dõinertie ; 

 Savoir appliquer le théorème de Guldin .  

 

 

 

 

 

 

 

Roger Josef Boscovich : (1711-1787) 

              Pour R.J. Boscovich, les corps ne sont continus quõen 

apparence, en réalité, ils sont formés de points matériels isolés ;  
« un corps continus soit un concept intuitif, primitif, on peut 

toujours le penser comme un ensemble de points matériels, liés 
entre eux par des liens sans masse, de telle sorte que la masse 

totale soit la somme de la masse des tous les points, et que la 

forme, donc la disposition des ces points, soit garantie par le 

"squelette" des liens imaginaires ». 
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Exercice 1 

Déterminer la matrice d'inertie des solides homogènes suivants: 

a. Cylindre creux de rayons R1, R2 (rayons intérieur et extérieur) de hauteur H et de masse M. 

b. Cylindre mince de rayon R et d'épaisseur faible.  

c. Cône creux de rayon R et de hauteur H. 

d. Quart de cercle de rayon R. 

corrigé : 

a. Cylindre creux de rayons R1, R2 de hauteur H et de masse M : 

 

 

 

 

 

 

 

 

Les trois plans sont des plans de symétrie matérielles et (ὼᴆ,ώᴆ,ᾀᴆ) est une base principale 

dôinertie  la matrice dôinertie est diagonale 

ὍὍ(Ὓ) =
ὃ 0 0
0 ὄ 0
0 0 ὅ

 avec : ὃ= ὄ= ᷿ώ2 + ᾀ2 Ὠά=
1

2
ὅ+ ᷿ᾀ2 Ὠά 

ὅ= ώ2 + ὼ2 Ὠά=
1

2
ὓ(Ὑ2

2 + Ὑ1
2) 

On a ᷿ ᾀ2 Ὠά= “”(Ὑ2
2 Ὑ1

2)
Ὄ3

12
=
ὓὌ2

12
 

Donc ὃ= ὄ=
1

2
ὓὙ2

2 + Ὑ1
2 +

ὓὌ2

12
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Finalement la matrice sô®crit : 

ὍὍ(Ὓ) =

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
1

2
ὓὙ2

2 + Ὑ1
2 +

ὓὌ2

12
0 0

0
1

2
ὓὙ2

2 + Ὑ1
2 +

ὓὌ2

12
0

0 0
1

2
ὓὙ2

2 + Ὑ1
2
Ứ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

b. Cylindre mince de rayon R et d'épaisseur faible : 

 

 

 

 

 

 

 

(ὼᴆ,ώᴆ,ᾀᴆ)  est une base principale dôinertie  la matrice dôinertie est diagonale : 

ὍὍ(Ὓ) =
ὃ 0 0
0 ὄ 0
0 0 ὅ

 

(ὕ,ὼᴆ)   et (ὕ,ώᴆ)   jouent le même rôle  A = B. 

ὃ= ὄ=
ὓὙ2

2
+
ὓὌ2

12
  et  ὅ= ὓὙ2 

Finalement la matrice sô®crit : ὍὍ(Ὓ) =

ụ
Ụ
Ụ
ợ
ὓὙ2

2
+
ὓὌ2

12
0 0

0
ὓὙ2

2
+
ὓὌ2

12
0

0 0 ὓὙ2Ứ
ủ
ủ
Ủ

 

c. Cône creux de rayon R et de hauteur H : 
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(ὕ,ὼᴆ,ᾀᴆ)   et (ὕ,ώᴆ,ᾀᴆ)  deux plans de symétrie (ὕ,ᾀᴆ)  et (ὕ,ὼᴆ)  sont deux axes principaux 

dôinertie. ὼᴆ᷈ ώᴆ= ᾀᴆᵼ (ὕ,ᾀᴆ)est un axe principal dôinertie : 

ὍὍ(Ὓ) =
ὃ 0 0
0 ὄ 0
0 0 ὅ

 

Avec : ὅ=
ὓὙ2

2
 et ὃ= ὄ=

ὓὙ2

4
+
ὓὌ2

2
 

Finalement la matrice sô®crit : ὍὍ(Ὓ) =

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ὓὙ2

4
+
ὓὌ2

2
0 0

0
ὓὙ2

4
+
ὓὌ2

2
0

0 0
ὓὙ2

2 Ứ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

 

d) d. Quart de cercle de rayon R : 

 

 

 

 

on a  ᾀ= 0 et    ὃ= ᷿ώ2 Ὠά , ὄ= ᷿ὼ2 Ὠά et ὅ= ᷿ὼ2 + ώ2 Ὠά 

ὍὍ(Ὓ) =
ὃ Ὂ 0
Ὂ ὄ 0

0 0 ὅ
  

Avec ὃ= ὄ=
ὅ

2
=
ὓὙ2

2
 et Ὂ=

ὓὙ2

“
 

Finalement la matrice sô®crit : ὍὍ(Ὓ) =

ụ
Ụ
Ụ
ợ
ὓὙ2

2
 

ὓὙ2

“
0

ὓὙ2

“

ὓὙ2

2
 0

0 0 ὓὙ2Ứ
ủ
ủ
Ủ

 

Exercice 2 

Calculer le moment dôinertie : 

1- dôune plaque rectangulaire homogène par rapport au côté AB. 

2- dôune sph¯re homog¯ne de rayon R par rapport ¨ son centre O, en d®duire la matrice 

dôinertie en O de la sph¯re. 
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Corrigé 

1- Le moment dôinertie par rapport au c¹t® AB est donn® par : 

( )dmAPxI
S

AB

2

)(

ñØ=
C

  avec  yyxxAP
CC

+=   

ñ==
)(

2

S

xxAB dSyII s ññ=
a b

dydxy
0 0

2s 3

3
ba

s
= .  Or ñ ñ ===

)( )(S S

abdSdmm ss . 

Ainsi, 2

3
b

m
I AB = . 

2- Le moment dôinertie par rapport ¨ O : 

ñ=
)(

2

S

O dmOPI   or rerOP
C

= , dVdm r= et jqj dddrrdV )sin(2=  

ñññ=

R

dddrrI
0 0

2/

0

4

0 )sin(

pp

jqjr 5

5

4
Rpr=   

La masse de la sphère est rp 3

3

4
Rm= . 

Ainsi, 
2

0
5

3
RmI = . 

A cause des symétries de la sphère: OzOyOx III == . 

Or zyxO IIII 0002 ++= OxI3=  Ý  OOx II
3

2
= 2

5

2
RM= . 

La matrice dôinertie par rapport ¨ O est donn®e par : 

ù
ù
ù
ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é
é
é
é

ê

è

=

2

2

2

5

2
00

0
5

2
0

00
5

2

][

RM

RM

RM

I O  

Exercice 3 

On consid¯re le triangle rectangle homog¯ne plein ABC dô®paisseur n®gligeable. On pose 

AB=2ax
C
 et BC=2by

C
. On demande de déterminer : 

1- les coordonnées dans le repère (A,x
C
, y
C

, z
C

) du centre dôinertie G du triangle ABC. 

2- la matrice dôinertie de ce triangle en A sur la base (x
C

, y
C

, z
C

), 
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3- d®duire la matrice dôinertie en G sur la base ( x
C

, y
C

, z
C

). 

Corrigé 

1- La masse du triangle est donnée par : 

ññ=

a
x

a

b

dydxm

2

0 0

s bas2=  

Le centre de masse du triangle est donné par : 

dydxyyxx
m

AG

a
x

a

b

)(
1

2

0 0

CC
+= ññs ù

ú

ø
é
ê

è
+= ybaxba

m

CC 22

3

4

3

8s
ybxa
CC

3

2

3

4
+= . 

2- Puisque le triangle admet une épaisseur négligeable 0=z   alors 0==== zyyzzxxz IIII . 

ñ=
)(

2

S

xx dmyI ññ=

a
x

a

b

dydxy

2

0 0

2s 23

3

2

3

4
bmab == s . 

ñ=
)(

2

S

yy dmxI 22 am= . 

ñ +=
)(

22 )(
S

zz dmyxI yyxx II += )
3

(2
2

2 b
am +=  

ñ=
)(S

xy dmxyI 222 bas= bam= yxI= . 

La matrice dôinertie par rapport ¨ A est donnée par : 

ù
ù
ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é
é
é

ê

è

+

-

-

=

)
3

(200

02

0
3

2

][
2

2

2

2

b
am

mamab

mabmb

I O  

3- La position du centre de masse G est donnée par axG
3

4
= et byG

3

2
= . La matrice 

dôinertie par rapport au centre de masse G peut se calculer comme suit : 
2

G

O

xx

G

xx ymII -=  
2

G

O

yy

G

yy xmII -=  

)( 220

GGzz

G

zz yxmII +-=  

GGxy

G

xy yxmII -= 0  

La matrice dôinertie par rapport ¨ G est : 

ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é

ê

è

-

-

=
G

zz

G

yy

G

xy

G

xy

G

xx

G

I

II

II

I

00

0

0

][

ù
ù
ù
ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é
é
é
é

ê

è

+

-

-

=

)(
9

2
00

0
9

2

9

0
99

2

22

2

2

bam

amab
m

ab
m

bm
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Exercice 4 

Une sphère homogène de rayon a et de centre O roule sans glisser au fond dôune corni¯re en 

forme de V majuscule, dôangle di¯dre 120Á et de plan bissecteur vertical (figure 3). 

1- Déterminer les éléments de réduction du  torseur cinématique en O. 

2- Montrer que H est un C.I.R 

3- Déterminer la condition de roulement  sans glissement   de la sphère sur le dièdre.  

4- D®terminer lôaxe instantan® de rotation.     

 

 

Corrigé 

1- Ὅ= ɱᴆὛὙϳ .ὠᴆὌ Ὑϳ = 0 

2- HK 

3- ὠᴆὓ Ὑϳ = ὠᴆὌ Ὑϳ + ɱᴆὛὙϳ Ὄ᷈ὓᴆᵼὠᴆὓ Ὑϳ ᶰὼὕᾀᵼmouvement plan dans R. 

4- C.R.S.Gᵼὠᴆὓ Ὑϳ = ὠᴆὌ Ὑϳ + ɱᴆὛὙϳ Ὄ᷈ὓᴆ= 0ᴆ  donc ɱᴆὛὙϳ =
ὺ0

ὥίὭὲ
Ὦᴆ 

Exercice 5 

Déterminer la matrice principale et centrale d'inertie des solides homogènes suivants: 

a. Demi cercle de masse M et de rayon R. 

b. Demi disque de masse M et de rayon R. 

corrigé : 

a) Demi cercle de masse M et de rayon R : 

 

 

 

 

 

 

    0                                                         
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La matrice centrale dôinertie sô®crit : ὍὍ(Ὓ) =

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ὓὙ2

2
 0 0

0
ὓὙ2

2

4MR2

ʌ2  0

0 0 ὓὙ2 4MR2

ʌ2 Ứ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

et la matrice principale dôinertie sô®crit : ὍὍ(Ὓ) =

ụ
Ụ
Ụ
ợ
ὓὙ2

2
 0 0

0
ὓὙ2

2
 0

0 0 ὓὙ2Ứ
ủ
ủ
Ủ

 

b. Demi disque de masse M et de rayon R : 

 

 

 

 

 

 

la matrice principale dôinertie sô®crit : ὍὍ(Ὓ) =

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ὓὙ2

4
 0 0

0
ὓὙ2

4
 0

0 0
ὓὙ2

2 Ứ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

et la matrice centrale dôinertie sô®crit : ὍὍ(Ὓ) =

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ὓὙ2

4
 0 0

0
ὓὙ2

4
M(

4R

3ʌ
)2 0

0 0
ὓὙ2

2
M(

4R

3ʌ
)2
Ứ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

Exercice 6 

Le volant représenté figure est caractérisé par sa masse m et son rayon R. Il comporte un trou 

circulaire centré en A (OA = a) et de rayon r. 

1- Déterminer le centre d'inertie G du volant. 

2- Calculer la matrice d'inertie au point O. 

3- En déduire la matrice d'inertie au centre d'inertie G. 

4- Calculer son moment d'inertie par rapport à la première bissectrice. 
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corrigé : 

1- ὕὋᴆ=
ὥὶ2

Ὑ2 ὶ2 

2- (ὕ,ὼᴆ,ᾀᴆ)  est un axe de symétrie  (ὕ,ώᴆ)  est un axe principal de symétrie 

 F = D = 0 

 On a  z = 0  E = 0 

ὍὍ(Ὓ) =
ὃ 0 0
0 ὄ 0
0 0 ὅ

= ὍὍ1 ὍὍ2 

Avec ὍὍ1 : Matrice dôinertie du disque plein de rayon R. 

ὍὍ2 : Matrice dôinertie du disque (suppos® plein) de rayon r. 

Finalement la matrice sô®crit : ὍὍ(Ὓ) =

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ὓ(Ὑ2+ὶ2)

4
 0 0

0
ὓ(Ὑ2+ὶ2)

4
M 

ὥ2ὶ2

Ὑ2 ὶ2 0

0 0
ὓ(Ὑ2+ὶ2)

4
M 

ὥ2ὶ2

Ὑ2 ὶ2Ứ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

3- Matrice d'inertie au centre d'inertie G : 

ὍὍ(Ὓ)Ὃ =

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ὓ(Ὑ2 + ὶ2)

4
 0 0

0
ὓ(Ὑ2 + ὶ2)

4
M 
ὥ2ὶ2

Ὑ2 ὶ2
M (

ὥὶ2

Ὑ2 ὶ2
)2 0

0 0
ὓ(Ὑ2 + ὶ2)

4
M 
ὥ2ὶ2

Ὑ2 ὶ2
M (

ὥὶ2

Ὑ2 ὶ2
)2
Ứ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

 

4- Moment d'inertie par rapport à la première bissectrice : 

Soit όᴆ=
1
1
0

   

On a : Ὅ(ὛЎϳ ) = ὸόᴆ.ὍὛ0 .όᴆ=
ὓ(Ὑ2+ὶ2)

4
M 

ὥ2ὶ2

Ὑ2 ὶ2 
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Exercice 7 

Un solide (S) homogène de masse M est constitué par un cylindre plein de hauteur H, de 

rayon R et par une demi sphère pleine de rayon R. Le cylindre et la demi sphère sont 

assemblés par soudure comme l'indique la figure.  

1- Expliquer pourquoi le repère (ὕ,ὼᴆ,ώᴆ,ᾀᴆ)   est principal d'inertie? 

2- Déterminer la position du centre d'inertie G du solide. 

3- Déterminer la matrice d'inertie en 0, relativement à la base ὼᴆ,ώᴆ,ᾀᴆ. 

4- En déduire, dans la même base la matrice principale et centrale d'inertie du solide. 

corrigé : 

1-  

 

 

 

 

 

 

 

(ὕ,ὼᴆ,ᾀᴆ)   et (ὕ,ώᴆ,ᾀᴆ)  sont deux plans de symétrie matérielle 

 (ὕ,ὼᴆ)    et (ὕ,ώᴆ)    sont deux axes principaux dôinertie 

Le troisième axe : ὼᴆ᷈ ώᴆ= ᾀᴆ  (ὕ,ᾀᴆ) est le 3ème axe principal  la base (ὕ,ώᴆ,ᾀᴆ)  est une 

base principale dôinertie  

2- La position du centre d'inertie G du solide : 

ὕὋᴆ=
3(2Ὑ2Ὄ2 Ὑ4)

4(3Ὑ2Ὄ+ 2Ὑ3)
ᾀᴆ 
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3- La matrice d'inertie en 0, relativement à la base ὼᴆ,ώᴆ,ᾀᴆ : 

ὍὍὛ =
ὃ 0 0
0 ὄ 0
0 0 ὅ

= ὍὍ1 + ὍὍ2 

ὍὍὛ =

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ

3ὓ

3Ὄ+ 2Ὑ
(
ὌὙ2

4
+

4Ὑ3

15
+
Ὄ3

3
) 0 0

0
3ὓ

3Ὄ+ 2Ὑ
(
ὌὙ2

4
+

4Ὑ3

15
+
Ὄ3

3
) 0

0 0
3ὓ

3Ὄ+ 2Ὑ
(
ὌὙ2

2
+

4Ὑ3

15
)Ứ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

4- La matrice centrale d'inertie du solide : 

ὍὍὛ =

ὃὋ 0 0
0 ὄὋ 0
0 0 ὅὋ

=

ὃὋ= ὃ ὓὋ
2 0 0

0 ὄὋ= ὄ ὓὋ
2 0

0 0 ὅὋ= ὅ

 

Exercice 8 

Soit un solide (S) constitué d'un disque (D) de masse M et de rayon R et d'une tige (T) de 

même masse M et de longueur 2L. La tige est soudée au centre 0 du disque comme l'indique 

la figure suivante : 

 

 

 

 

 

 

1- Déterminer de la matrice d'inertie du disque. 

2- Déterminer la matrice dôinertie de la tige.  

3- Déterminer la matrice dôinertie du solide (S). 

corrigé : 

1- La matrice d'inertie du disque est donnée par : 

ὍὍ(ὈὭίήόὩ) =

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ὓὙ2

4
 0 0

0
ὓὙ2

4
0

0 0
ὓὙ2

2 Ứ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ
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2- La matrice dôinertie de la tige est donnée par : 

ὍὍ(ὝὭὫὩ) =

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
4

3
ML2 0 0

0
4

3
ML2 0

0 0 0Ứ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

3- La matrice dôinertie du solide (S) : Disque+Tige 

ὍὍ(Ὓ) = ὍὍ(ὈὭίήόὩ) + ὍὍ(ὝὭὫὩ) =

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ὓὙ2

4
+

4

3
ML2 0 0

0
ὓὙ2

4
+

4

3
ML2 0

0 0
ὓὙ2

2 Ứ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

Exercice 9 

Lôespace ®tant rapport® ¨ un rep¯re , on consid¯re un quart de sph¯re homog¯ne S, de centre 

O, de masse volumique  et de rayon R.  

1- Déterminer la masse de S. 

2- D®terminer la position de son centre dôinertie G.  

3- Déterminer en O la matrice dôinertie de S, en projection sur le rep¯re . 

4- D®terminer en G la matrice dôinertie de S, en projection sur le rep¯re . 
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corrigé : 

1- La Le quart de la sphère est défini par 
ý
ü
û

í
ì
ë

¢¢¢¢¢¢
2

0,0,0/),,(
p

jpqjq Rrr . 

Ainsi sa masse est ñññ=

R

dddrrM
0 0

2/

0

2 )sin(

pp

jqjr 3

3
Rr

p
= . 

2- Par sym®trie le centre de masse G appartient ¨ lôintersection du plan0=x  et de la droite 

(bissectrice) zy= . Par conséquent, 0=Gx et GG zy = . 

ñÖ=Ö=
)(

1

S

G dmy
M

yOGy
C

ñññ=

R

dddrr
M

0 0

2/

0

3 )sin()sin(
1

pp

jqjqr R
8

3
=  

zOGzG

C
Ö= ñÖ=

)(

1

S

dmz
M ñññ=

R

dddrr
M

0 0

2/

0

3 )cos()sin(
1

pp

jqjjr R
8

3
=  

Ainsi la position du centre de masse G est donnée par : ( )zyROG
CC
+=

8

3
. 

3- La matrice dôinertie peut °tre calcul®e en utilisant les d®finitions des moments dôinertie et 

les produits dôinertie en coordonn®es sph®riques. Comme exemple : 

ñ +=
)(

22 )(
S

xx dmzyI [ ] jqjjqjr
pp

dddrr

R

)sin()(cos)(sin)(sin
0 0

2/

0

2224

ñññ +=
2

5

2
RM= . 

Puisque le plan 0=x est un plan de sym®trie, alors tous les produits dôinertie relatifs ¨x sont 

nuls : 0==== zxxzyxxy IIII .  

La matrice dôinertie en O sô®crit : 

ù
ù
ù
ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é
é
é
é

ê

è

-

-=

22

22

2

5

2

5

2
0

5

2

5

2
0

00
5

2

][

MRMR

MRMR

MR

I O

p

p
ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é

ê

è

-

-=

1/10

/110

001

5

2 2

p

pMR  

4- En utilisant le théorème des axes parallèles, on peut exprimer la matrice dôinertie en G. 

Comme exemple : 

)( 22

GG

G

xxxx zymII ++=  et GG

G

yzyz zymII += .  

La matrice dôinertie en G sô®crit : 
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ù
ù
ù
ù
ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é
é
é
é
é

ê

è

-

-=

22

22

2

320

83
)

5

2

64

9
(0

)
5

2

64

9
(

320

83
0

00
160

19

][

MRMR

MRMR

MR

I G

p

p
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Exercices complémentaires 

Exercice 10 

On considère un cube plein homogène, C, de côté 2a et de masse m et un repère R  

dont l'origine coïncide avec le centre de masse du cube. On ajoute deux masselottes 

identiques A et B de masse chacune sur les milieux de deux arêtes du cube diamétralement 

opposées (figure 1).  

1- Déterminer la matrice d'inertie du cube en G, II(G, C). 

2- Déterminer les matrices d'inertie en G des deux masselottes, II(G, A) et II(G, B). 

3- En déduire la matrice d'inertie en G, II(G, S), du système formé par  le cube et les deux 

masselottes. 

4- Le repère R est-il  un repère principal d'inertie? Admet-il un axe principal d'inertie? Justifier 

votre réponse.  

5- Trouver un repère principal d'inertie pour (S). 

6- Diagonaliser la matrice et retrouver le repère principal d'inertie. 

7- Déterminer la matrice principale d'inertie. 

 

 

 

 

 

Exercice 11 

Soit un quart de cercle matériel de rayon R dont la matrice d'inertie II(O, S) n'a pas été 

trouvée diagonale. 

1- D®terminer la matrice dôinertie de (S), commenter. 

2- Trouver un repère principal d'inertie pour (S) 

3- Diagonaliser la matrice et retrouver le repère principal d'inertie pour le quart de cercle 

homogène. 

4- Déterminer la matrice principale d'inertie. 

)k,j,i,G(
CCC

4

m

 

B

A

G

2a

a

x

y

z

 
 

O 

a 

z 

y 

x 

h 

Figure 2 

O' 



Exercices et examens résolus: Mécaniques des Systèmes de Solides Indéformables 
 

M. BOURICH  49 
 

 

 

 

 

 

Exercice 12 

1- D®terminer les centres de masse et les matrices dôinertie en O des corps homogènes 

suivants : 

a) Une demi sphère creuse de rayon R et de masse m (Figure 3). 

b) Une sphère creuse de rayon R et de masse m. 

c) Un quart de plaque elliptique homogène (Figure 4). 

2- Calculer les moments d'inertie ID  de la demi sphère, de la sphère et de l'élément elliptique 

par rapport à un axe D passant par O et de vecteur directeur . 

3- En déduire les moments d'inertie de la demi sphère et de l'élément elliptique par 

rapport aux axes passant par leurs centres de masse et parallèle à D. 

Exercice 13 

On considère un solide (C) représentant un cylindre creux, homogène, de masse m, de rayon 

R, de centre de masse G et de hauteur h (Figure 5). 

1- Déterminer la matrice d'inertie, II(G, C), en G du cylindre creux. En déduire la matrice 

d'inertie II(O, C).  

2- L'opérateur d'inertie du cylindre peut-il devenir sphérique ? Justifier votre réponse. 

3- Sur la périphérie du cylindre on soude une masselotte A de masse , située sur l'axe Gy. 

Le système constitué par le cylindre creux et la masselotte A forme un solide (S).  

a) Donner la matrice d'inertie en O de A, II(O, A). En déduire II(O, S). 

b) Trouver  II(G, S).  

 

 
 

 

jiu
CCC
+=

GID

4

m

 

x

y

q

R

M

z
O

O x 

z 

y 

Figure 3 

x 

y 

b 

a 

Figure 4 

A 

G 

x 

y 

z 

O x 

y 

Figure 5 
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Exercice 14 

1 - D®terminer les centres de masse et les matrices dôinertie en O des corps homog¯nes 

suivants : 

a) Une demi sphère creuse de rayon r et de masse m (figure 4). 

b) Une sphère creuse de rayon r et de masse m. 

c) Un quart de cercle matériel de rayon r et de masse m (figure 5). 

d) Un cercle matériel de rayon r et de masse m.  

En d®duire le moment dôinertie ID  du quart cercle par rapport à un axe D passant par O et de 

vecteur directeur u
C

(1, 1, 0). 

e) Même question pour un quart de plaque elliptique (figure 6). En déduire le moment 

dôinertie ID de la plaque par apport ¨ lôaxe D passant par O, de vecteur unitaire u
C

. 

 

 

 

 

 

Exercice 15 

On considère un solide (C) représentant un cylindre creux, homogène, de masse m, de rayon 

R, de centre de masse G et de hauteur h. 

1- Déterminer la matrice d'inertie, II(G, C), en G du cylindre creux. En déduire la matrice 

d'inertie II(O, C).  

2- L'opérateur d'inertie du cylindre peut-il devenir sphérique ? Justifier votre réponse. 

3- Sur la périphérie du cylindre on soude une masselotte A de masse 
4

m
, située sur l'axe Gy. 

Le système constitué par le cylindre creux et la masselotte A forme un solide (S).  

a) Donner la matrice d'inertie en O de A, II(O, A). En déduire II(O, S). 

b) Trouver  II(G, S).  

 

Exercice 16 

On considère un cône plein, homogène, de demi-angle au sommet a et de hauteur h. Le repère  

R )k,j,i,O(
CCC

 est tel que lôaxe du c¹ne coµncide avec lôaxe (Oz). Le sommet du c¹ne est plac® 

en O.  

1- Trouver la position du centre de masse du c¹ne et sa matrice dôinertie dans le rep¯re R

)k,j,i,O(
CCC

.  

  O 
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2- Calculer le moment dôinertie du solide par rapport ¨ un diam¯tre de sa base, puis par 

rapport à un axe passant par les points O et B(0, a, a).    

3- Soit A un point de coordonnées (0, a, 0). D®terminer la matrice dôinertie du c¹ne au point 

A dans la base ),,( kji
CCC
.  En d®duire le moment dôinertie du solide par rapport ¨ un axe 

passant par les points A et C(a, 0, 0). 

4- En faisant tendre lôangle a vers 0, le cône tend vers une tige non homogène avec une 

densité de masse linéique, l, fonction de la hauteur z. Calculer l en fonction de z et 

d®terminer la matrice dôinertie de la tige au point O. Comparer le r®sultat obtenu avec celui de 

la question 1) en supposant que a est petit.  
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4 

Chapitre 

Cinétique du Solide 

 

Système de freinage 
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Objectifs : 

 Développer la notion du Torseur cinétique (quantité de mouvement, moment cinétique) ; 

 Développer la notion du Torseur dynamique (quantit® dõacc®l®ration, moment 

dynamique) ; 

 Assimiler la notion de référentiel barycentrique ; 

 Appliquer le théorème de Koenig ;  

Johan Samuel König (Koenig) : (1712-1757) 

Les travaux de Koening publié dans son livre « Elément de 
g®om®trie contenant les six premiers livres dõEuclide », 

permettent le rapprochement des concepts de la cinématique 
(vitesse, accélération) et ceux de la géométrie des masses 

(centre de masse, moment dõinertie) donnant naissance à La 

cinétique (appellée aussi cinématique des masses). 
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Exercice 1 

On défini par : 

 R0 (O, x, y, z) Un repère de référence Lié au sol . 

 R1 (A, u, v, z) un repère lié au tube. 

Point B caractérise la bille. 

ɤ : Vitesse angulaire du rep¯re R1/R0 

 

 

 

 

 

 

 La bille glisse dans le tube à la vitesse ὠᴆ et Le tube tourne à la vitesse angulaire ᴆ  

1- Calculons la vitesse ὠᴆὄὙ0ϳ .  

2- Accélération de ᴆὄὙ0ϳ . 

corrigé : 

1- ὠᴆὄὙ0ϳ = ὠᴆὄὙ1ϳ + ᴆὙ1 Ὑ0ϳ ὃ᷈ὄᴆ= ”ὺᴆ ”—όᴆ 

2- ᴆὄὙ0ϳ = ” ”—2 ὺᴆ 2”—+ ”—όᴆ 

Exercice 2 

Consid®rons un robot constitu® dôun socle 0 et 

 de deux bras 1 et 2. (Voir figure) 

Soit les repères : 

 Ὑ0 ὕ,ὼᴆ0,ώᴆ0,ᾀᴆ0  repère fixe lié au socle 0. 

Ὑ1 ὕ,ὼᴆ1,ώᴆ1,ᾀᴆ0   repère lié au bras 1. 

Ὑ2 ὕ,ὼᴆ2,ώᴆ2,ᾀᴆ0   repère lié au bras 2. 
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On donne : ὕὕ1
ᴆ= ὰ1ὼᴆ1 , ὕ1ὓᴆ= ὰ2ὼᴆ2 

1- Calculer ᴆὙ1 Ὑ0ϳ  et ᴆὙ2 Ὑ0ϳ . 

2- Calculer ὠᴆὓ Ὑ0ϳ  par composition des vitesses. 

3- Calculer ᴆὓ Ὑ0ϳ . 

corrigé : 

1- ᴆὙ1 Ὑ0ϳ = 1ᾀᴆ0  et   ᴆὙ2 Ὑ0ϳ =  ᴆὙ2 Ὑ1ϳ +  ᴆὙ1 Ὑ0ϳ = (1 + 2)ᾀᴆ0 

2- ὠᴆὓ Ὑ0ϳ = ὰ2(1 + 2)ώᴆ2 + ὰ11ώᴆ1 

3- ᴆὓ Ὑ0ϳ = ὰ2[(1 + 2)ώᴆ2 (1 + 2)2ὼᴆ2] + ὰ1[1ώᴆ1 1
2ὼᴆ1] 

Exercice 3 

On consid¯re le mouvement dôun v®rin hydraulique compos® dôun corps 1 de longueur 

constante L et dôune tige mobile 2. La course de 2 par rapport à 1 est définie par ὃὄᴆ= ὼὸὼᴆ . 

La rotation du v®rin est d®finie par lôangle (ὸ)  porté par ᾀᴆ0. 

On appelle : Ὑ0 ὕ,ὼᴆ0,ώᴆ0,ᾀᴆ0  le repère fixe lié au bâti 0. 

Ὑὕ,ὼᴆ,ώᴆ,ᾀᴆ0  le repère mobile lié au vérin. 

ὕὄᴆ= ὒ+ ὼὸὼᴆ avec L : Constante 

 

 

 

 

 

 

1- Quelles sont les composantes dans R du vecteur rotation ᴆ(ὙὙ0ϳ ) ? 

2- Exprimez dans R les composantes des vitesses ὠᴆὄὙ1ϳ  et ὠᴆὄὙ0ϳ  

3- Exprimez dans R les composantes des accélérations ᴆὄὙ1ϳ  et ᴆὄὙ0ϳ  

corrigé : 
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1- ᴆὙὙ0ϳ = ᾀᴆ0 

2- ὠᴆὄὙ1ϳ = ὼὼᴆ  et ὠᴆὄὙ0ϳ = ὒ+ ὼώᴆ+ ὼὼᴆ 

3- ᴆὄὙ1ϳ = ὼὼᴆ   et     ᴆὄὙ0ϳ = ὒ+ ὼ + 2ὼώᴆ+ [ὼ 2 ὒ+ ὼ]ὼᴆ 

Exercice 4 

Le point O de la toupie est consid®r® fixe. Lôaxe x reste parall¯le au sol et tourne autour de Z 

avec une vitesse angulaire constante . La toupie tourne autour de lôaxe z avec une vitesse 

angulaire constante . Voir figure 1. 

1- Calculer les vecteurs vitesse et accélération angulaires de la toupie. 

2- Calculer la vitesse du centre de masse G de la toupie. 

 

 

 

 

 

corrigé : 

Soit le repère absolu ),,,(0 ZYXOR
CCC

et soit le repère lié à la toupie (T) ),,,(1 zyxOR
CCC

 

1- Le vecteur vitesse angulaire de la toupie est donné par 

ZzR
C
#

C#
C

yf +=TW )/)(( 0   

Le vecteur accélération angulaire de la toupie est donné par 

zZ

zRR
Rdt

zd

Rdt

zd

dt

Rd
R

CC
##

CCC
#

C
#

C
C

Ø=

ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å
ØW+==

TW
=T

yf

ffa )/(
)/)((

)/)(( 01

10

0

0
  

Or on a  

yzZ
CCC

)sin()cos( qq +=   

Ainsi le vecteur accélération angulaire est donné par 

xR
C

##
C

)sin()/)(( 0 qyfa =T  

2- Le vecteur vitesse du centre de masseG  sô®crit : 

OGRROVRGV ØTW+= )/)(()/()/( 000

CCC
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Le point O est fixe : 0)/( 0

CC
=ROV . Le vecteur position de G est donné par zhOG

C
= . Ainsi le 

vecteur vitesse de G est : 

zhZzRGV
CC

#
C#

C
Ø+= )()/( 0 yf xh

C
# )sin(qy=   

Le vecteur accélération du point G est donné par 

dt

RGVd
RG

)/(
)/( 0

0

C
C

=G
ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å
+=

0

)sin()cos(
Rdt

xd
xh

C
C## qqqy   

Où  

xRR
Rdt

xd

Rdt

xd CCCC

ØW+= )/( 01

10

xZz
CC

#
C# Ø+= )( yf  

zy
C

#
C

## )sin())cos(( qyqyf -+=  

 

Ainsi le vecteur acc®l®ration de G sô®crit 

=G )/( 0RG
C

( )zyxh
C

#
C

##
C## )(sin))cos(()sin()cos( 2 qyqyfqqqy -++=   

 

Exercice 5 

Soit le mécanisme de la figure .  

Calculer la vitesse angulaire de la barre AB. Calculer la vitesse du bloc B. 

 

 

 

 

 

 

 

 

corrigé : 

La vitesse angulaire de la barre (OA) kROA
CC

1)/)(( 0 -=W  (rad/s). 

Le point A appartient aux deux barres (OA) et (AB). Ainsi, on peut calculer le vecteur vitesse 

du point A comme suit : 
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¶ Pour la barre (OA) : ijkvA

CCCC
15.015.0 =Ø-= (m/s). 

¶ Pour la barre (AB) :  )15.03.0()/)(( 0 jiRABvv BA

CCCCC
+-ØW+=  

On écrit kRAB AB

CC
W=W )/)(( 9 . 

Contrainte : ivv BB

CC
= .  

Suivant i
C

 :  ABBv W-= 15.015.0  

Suivant j
C

 : 0=WAB rad/s. 

Par conséquent, ivB

CC
15.0= (m/s). 

Exercice 6 

Un athlète fait des exercices à sa main en soulevant une masse m. Le point A de lô®paule est 

stationnaire. La distance AB est 30cm, et la distance BC est 40cm. A lôinstant illustr® sur la 

figure, sradAB /1=w  et  sradBC /2=w .  

Quelle est la vitesse de la masse m? 

 

 

 

 

 

corrigé : 

La vitesse de B est donnée par : )/(3.0 smjiABkvv ABAB

CCCCC
=Ø+= w  

La vitesse de C est donnée par :  

))60sin(4.0)60cos(4.0(23.0 jikjBCkvv BCBC

CCCCCCC
¯+¯Ø+=Ø+= w  

Ý   )/(7.069.0 smjivC

CCC
+-=  

Le module de la vitesse de la masse est donnée par : smv /98.0= .  

Exercice 7 

On considère un repère Ὑ0 ὕ,ὼᴆ0,ώᴆ0  avec ώᴆ0 un axe vertical ascendant. Un cerceau (C) de 

centre O1 de rayon R et un disque (D)  de centre O2 et de rayon r < R, sont en mouvement 
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dans le plan ὕ,ὼᴆ0,ώᴆ0 . Le cerceau et le disque sont restreints aux liaisons suivantes : (C)  

roule sur lôaxe (ὕ,ὼᴆ0)  et (D) roule ¨ lôint®rieur de (C). Soient I le point de contact de (C)  

avec  (ὕ,ὼᴆ0)  et J le point de contact de (D) avec (C).  Les repères Ὑ1 ὕ,ὼᴆ1,ώᴆ1  et 

Ὑ2 ὕ,ὼᴆ2,ώᴆ2    sont liés au cerceau et au disque respectivement. La position du système étudié 

est repéré dans Ro par lôabscisse de O1 quôon note par x, et par  les angles f#, q et a mesurées 

autour de ᾀᴆ0 .   

1- Calculer, pour les points géométriques I et J , ὠᴆ(ὍὙ0ϳ ), ὠᴆ(ὐὙ0ϳ ).  

2- Calculer  la vitesse de glissement de (D) sur (C) en J.  

3- En déduire pour les points géométriques I et J : ὠᴆ(Ὅὅϳ ),  ὠᴆ(ὐὅϳ ) et ὠᴆ(ὐὈϳ ). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

corrigé : 

Les repères Ὑ1 ὕ,ὼᴆ1,ώᴆ1  et Ὑ2 ὕ,ὼᴆ2,ώᴆ2  sont liés au cerceau et au disque respectivement. 

La vitesse angulaire du cerceau (C) par rapport à Ὑ0 ὕ,ὼᴆ0,ώᴆ0  est 

0010 )/()/( zRRRC
C#

CC
f=W=W . 

La vitesse angulaire du disque (D) par rapport au cerceau (C) est 

01 )()/()/( zRDCD
C###

CC
fqa -+=W=W . 

La vitesse angulaire du disque par rapport à R0 est )/()/()/( 00 RCCDRD W+W=W
CCC

0)( z
C##qa+= . 

 




